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 DEFINITION OF OPERATIONAL RESEARCH   ٌ            ٌ    

         م    ً    خ م  لا   ٌب      ٌة     ٌثة   ل    ش  ل    ً    جه               ٌ  

-  ن   ٌز           م :   ٌة لا   ة    ٌمة  نظ ة      

  نه  ن          م  ي  نه   م ٌ ض ن  ن ء ن   ج    ٌة   ل    ش  ل    ً    جه  لا   ة -1

 ٌ   ب ف ٌك   ل      ل   ن ء   ن   ج    ص ل   ى    ل    لائم  لا   ة -2

 ٌ   ب   م  لا   ة     ٌ  -3

   ٌ       ى خ  ة ف ٌك           ٌ    -4

 OPERATIONAL RESEARCH  METHODS    ٌب           ٌ   

 لا  ن         م       ش ل   ٌع ج   ٌ   ةنش    م           ٌ   خلال     ب       ٌة   ث نٌ

ظه       جة  ه       م فً  ٌج       ق      ٌة فً    ٌ       ٌ    لان  جٌة      ة         

   ش ٌة      ة    جهٌز  ٌ  خ م         م فً   ظم    نظ    فً    ثٌ   ن   ل      م فً ظل 

  ٌ ج     ز  ن         ن ف ة     ٌ  ة   ى     ق     ٌة

 ٌ  ٌ  ن  م  ظه      ثٌ   ن  لا   ٌب      ٌة  خ صة       ث  نٌن    ن   م ن     ضً 

  ٌ  ن  ن ن  ج     ض  ن   ه  لا   ٌب    خ  م   ث   ن     ب   ل    ش  ل 

 HARD OPERATIONAL RSRARCH لا   ٌب    ٌ ضٌة  -  لا :

 لا   ٌب    لا ٌ ٌة   ً  لا   ٌب    ً   ض ن ن   ج  ٌ ضٌة   ل    ش  ل  ٌ  ك   ٌه  
 - لا   ٌة   ن   ه  لا   ٌب :

      جة   خ ٌة  -1
      جة      ٌة -2
      جة  لاخ ٌة -3
      جة    ٌن  ٌ ٌة -4
      جة    ص  فٌة -5
      جة   ش  ٌة -6
    جة  لا     -7
     ٌب    ٌ  ة   ى    خز ن -8
    خصٌص    ٌب   نمل   -9

   ش     -11
 نظ ٌة   م    -11
 نظ ٌة صف    لان ظ   -12
 نظ ٌة        ة  لا     ٌجٌة -13
    نظ ة  لا   ٌب         ة  ع  -ث نٌ  :

  نه      ج    م              نظ ة      ٌن  لا   ٌب    ٌ ضٌة    ً  لا   ٌب    ً

  لا   ٌب    ً    خ م   خ   ز ٌ     جٌنٌة    ش        ص ٌة -1
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       ء  لاص ن  ً     ٌب  لانظ ة   خ ٌ ة -2

        ة -3

 

 SOFT OPERATIONAL RESEAECH لا   ٌب     نة  -ث  ث :
   ً  لا   ٌب    ً         ى    ل  لا    ً   ش  ل  لا   ة    نه 

     ٌب ف     نظم -1

     ب   ز -2

   خٌ      لا     ٌجٌة -3

   م     ٌ  ن ن -4

     ٌة   لانظ ة     نة -5

   ص  ة   غنٌة -6

 

 APPLICATION OF OPERATIONAL RESEARCH  ج لا     ٌك           ٌ   

  م    ك           ٌ   فً  ج لا    ٌ ة ج     نه    ى   ٌل    ث ل

     زٌع -  لا :

  ٌج       لع  لا ثل فً ظل               ة -1

  ٌج      جم  لا ثل    خز ن -2

  ٌج      ٌ  ة    ث ى     زٌع -3

    ٌ    لان  جٌة  خ ٌ     -ث نٌ :         

  خ ٌ    ص ٌم   خ     لان  جٌة -1

    ٌ     لع  لان  ج -2

 ج   ة      ٌ    لان  جٌة -3

     ؤ  -4

    ٌ  ة   ى    خز ن -5

  ٌ     ٌ     صٌ نة ة لا     لخ  -6

 م ى       ة  خ ٌ    -7

    ٌ     ش  ء -ث  ث :

  ء    ٌ     ٌ       خ صة     ٌ     ش   -1

    ٌ    فٌٌم       ٌن  -2

      ٌك -     :        

           ٌك -1

        ن  ص    ج ٌ ة     ق -2
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           ه ن -3

  مٌٌم  ض    ز  ن -4

 ة لا   ة      ٌ -خ     :       

     ة    ش  ٌع      ٌة -1

        ن      ٌل -2

    ٌل     فم     نم ٌة -3

  خ ٌ      ٌ  ة    ث ى  لا  ث    -4

    ش  ع  لافضل خ ٌ    -5

    ٌ     لع    ن ن     ص     -6

     ة    ش  ٌع -     :

  مٌٌم    ش  ٌع -1

    ٌ  ة   ى            ش ٌة    ش  ع -2

     ة  جهٌز    ش  ع -3

  خ ٌ     ش  ٌع -4

 ج   ة      ٌ   -5

   نمل  -     :

 ج   ة    ٌ        نًء -1

 ج   ة    ٌ            -2

    نظٌم     خ ً      ف ٌن -3

 

   خ       ص ٌة -ث  ن :

  خ ٌ   ج   ة  خ ل  خ  ج     ضى  ن      شفٌ   -1

    ٌ  ة   ى  خز ن    م -2

    ٌ  ة   ى  خز ن      ء -3

    ٌ     لع  لا       ف  ي -4

  ص ٌم  نظ ة     جة   ضى   فشل      ي -5

  ص ٌم  نظ ة      جة   ضى       ن -6

     ة    جهٌز -      :

  مٌٌم     ة    جهٌز -1

    ٌ   نظ ة     ة    جهٌز -2

 فً    ج ل    ف ع       ٌ         ٌة -  ش   :

  خ ٌ    م          ٌة -1

     ة  لا       -2

  نظٌم  خ زن    خٌ ة -3
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    جهزةصٌ نة          -4

      ٌب -5

 

 

 

 

 

 

 

      ض ة   ث نٌة 

 

 صٌغ      جة   خ ٌة 

Forms of operational research 
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 of Linear Programming  Formsصٌغ      جة   خ ٌة 

      جة   خ ٌة  ً     أ   ٌب           ٌ     ض ن :

 Minimize    م ٌل       ٌ   Maximize (max   ة   ه    ٌ     ن   ه      ة       ظٌم      ح ) -1

(min)  

 (≥( أ  )=( أ  )≤لٌ   )      (  ل     ن      لالة ) -2

 .…… , X1 , X2    غٌ    -3

 

  ٌ م صٌ غة      جة   خ ٌة  ٌ ضٌ ً    صٌغ      ٌة 

   General Forms  صٌغة      ة             -1
  Canonical Forms  صٌغة   م ن نٌة        -2

 Standard Forms  صٌغة   مٌ  ٌة          -3
 

    General Forms  صٌغة      ة   -  لاً :

 

  ٌ ضٌ ً    ب    ش ل      ً 

 

  ٌ   ن 

Max z   .ثل    ة   ظٌم      ح   

Min z   . ٌ       ثل    ة  م ٌل   

b1, b2, b3, . . .                              .  ٌجهة   ٌ نى   م    

x1, x2, . . ..                               .   ٌغ      

 

 

 

    Max Z = c1x1 + c2x2+ . . ..                        
  OR       Min Z = c1x1 + c2x2 + . . .. 

 
                      a1x1 + a2x2 + . . .     ≥, =, ≤                  b1   S.T. 

 
 

a3x1 + a4x2 + . . ..   ≥, = ,≤                 b2   
  
 
 

anx1 + an + 1 x2 + . . ..   
  x1, x2 ,  . . . .               ≤ 0   
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    ٌز     صٌغة      ة  ً:

 minأ   max   ة   ه        -1

 (.≥( أ  )=( أ  )≤  مٌ   ) -2

ً  مٌ ة  لإش  ة أي ٌجب  ن    ن ) -3        ن         غٌ    غٌ   مٌ   لإش  ة ≥( 1    غٌ      ئ  

unrestricted ه    غٌ ٌن           جب    خ     ب  ثلا      ن )غٌ   مٌ (  فٌ م       

unrestricted   X1 (  م        ه    غٌ ٌن  نف ضه ٌY1 , Y2.) 

Ex1: Write the following Linear Program by General Form .  

    ب      جة   خ ٌة      ٌة   ب   صٌغة      ة.

 + 6 x2 Max   Z = 4 X1  
s.t. 

    10≥                 3 X1 + 8 X2           
                6 X1 + 10 X2         = 20 

                 X1 – 10 X2            ≥ 80  
                X1 ,   X2                ≥ 0             

    ل : 

 لا ظة أن   ٌز     صٌغة      ة  ن  ك   ى   ه       ة       ه ف ن   صٌغة      ة  ه ه       ة    ب     

  ً أي 

Max    Z = 4 X1 + 6 X2  

S.T.          3 X1 + 8 X2         ≤ 10 

                 6 X1 + 10 X2       = 10 

                   X1     -    X2         ≥ 80     

                 X1     ,    X2         ≥ 0    
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  Canonical Formsث نٌ ً :  صٌغة   م ن نٌة 

   ن   ج    ٌ ضً  ه ه   صٌغة 

 

 

 

 

 

 

 

   ٌز     صٌغة   م ن نٌة:

فٌ م    ٌ ه    ى  minفم   فً    ة  ج       ة        ة     ن ع  max   ة   ه    ن ن ع  -1

max  1 * ض ب     فٌن-  

 ( فم  ≤ج ٌع   مٌ          لالة ) -2

 .  -1* ض ب     فٌن )≤( فٌ م    ٌل    لالة   ى )≥( فً    ة       مٌ   أ    ث         لالة  - أ

 ≤فً    ة       ن     لٌ        ث         لالة ) = ( فٌ م      ٌض  نه   مٌ ٌن      لالة )  - ب

 (    ن إش       ث نً     إش       مٌ     ل .

   نة       ن          ض     غٌ    غٌ   مٌ ة  لإش  ة      غٌ      ئ        ة  لإش  ة -3

Unrestricted . فٌ م      ٌض  ن     غٌ     غٌ ٌن          جب    خ     ب 

 

 

by Canonical Form.  ProgramingEx1: Write the following Linear  

Max   Z = 6 x1 + 5 x2 

s.t. 
x1   +   8 x2         ≥ 10    

x1   +   3 x2      = 5        2 
  x1    7 x2      ≤ 15       6 

Max    Z = c1x1 + c2x2 + . . .  
S.T.      

a1x1 + a2x2 + . . .         ≤ b1  
a3x1 + a4x4 + . . .         ≤ b2 

 
 

 

anx1 + an +1 x2 + . . .    ≤ bn 
x1 , x2  , . . .         ≥ 0 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 



10 
 

X1 UNRESTRICTED 
x2 ≥ 0 

 
 
 

      = x2 + (y1 – y2  )6  Max     Z 5                                                                                ل

S.T.             - (y1 – y2 ) - 8 x2       ≤ - 10 
2 (y1 –y2 ) + 3 x2             ≤  5    

- 2 ( y1 –y2 ) -  3 x2          ≤ -5  

6 ( y1 – y2) + 7 x2       ≤ 15  

y1 , y2  , x2                   ≤ 0   
 

  لا ظة : 

  لإش  ة . غٌ   مٌ  x1( لان y1y,2     غٌ ٌن )  X1  م      ٌض  ن  -1

 ( .≥(  نه   ن      لالة )≤لٌ       لالة )  غٌ ه   ى   -1* م ض ب   مٌ     ل   -2

(    ن إش  ة     غٌ      ث نً     إش  ة    ل ≤ م      ٌض  ن    مٌ    ث نً    غٌ ٌن      لالة ) -3

 لان   مٌ       لالة )=( .
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 :Form Standard  صٌغة   مٌ  ٌة 

   ن   ج    ٌ ضً  ه ه   صٌغة 

 

 

 

 

 

 

 

   ٌز     صٌغة   مٌ  ٌة 

 .Minأ  Max   ة   ه   ن ع  -1

      لالة )=( .  مٌ     ئ  ً  -2

 . Si( ٌ م    ٌ ه   ى لٌ  )=(    ن  إض فة   غٌ  ≤      ن   مٌ         لالة ) - أ

 . Li( ٌ م    ٌ ة   ى لٌ  )=(    ن    ح   غٌ  ≥      ن   مٌ       لالة ) - ب

     غٌ      ئ  ً  مٌ   لإش  ة . -3

Form. StandardEx1: Write the following Linear Programing by  

Max   Z =  10 x1 + 15 x2 
x1   +   5 x2         = 15            S.T. 

x1   +   8 x2      ≥ 20        3 
 x1   +   9 x2      ≤ 30       5 

 x1      unresected 
x2  ≥ 0 

    ل:

15 x2   + (y1 – y2  )11  Max     Z =      

S.T.                (y1 – y2 ) +  5 x2              = 15 
   3( y1 –y2 ) + 8 x2 – L1          = 20      

Max    Z = c1x1 + c2x2 + . . .  
S.T.       or  

a1x1 + a2x2 + . . .         = b1  
a3x1 + a4x2 + . . .         = b2 

 
. ……… 

 

anx1 + an +1 x2 + . . .    ≤ bn 
x1 , x2  , . . .                ≥ 0 
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   5 (y1 –y2 ) +  9 x2  + S1       = 30      

    y1 , y2  , x2                         ≥ 0   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   فصل   ث   

 صٌ غة    ئل       جة   خ ٌة
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 Problem Formulationصٌ غة    ئل      جة   خ ٌة 

  ن ن   ة   ق   صٌ غة    ئل      جة   خ ٌة  ٌ ضٌ ً   ن   ه     ق : 

  Structuring    ٌمة    هٌ  ة  .1
 Decomposition  ٌمة    جزئة   .2

   ل  ن   ه     ق  ٌز  ه      خ     ه   خ صة فً      ئل     ٌ ة    ً     ي   ى       ٌ   ن     غٌ     

    خصص   .mathematical programming   مٌ       ن   ق   ى   ه     ق فً     ن       جة    ٌ ضٌة 

     ة              ٌ     ن  ل     ق   ض ن ثلاثة خ       ً :

   خ  ة     ى )صٌ غة     غٌ   (

 ن خلال     ة     ٌل      ة      جة   خ ٌة ن        غٌ       ً ٌ   ب   خ     م     ش نه   ٌ   ن خلال  
   ٌل  ف  ح   م    ن   ٌع    ٌ     ً     غٌ    ,  ثلاً      ن   م        ن  ج           ن          ن      ة 

A  ن      ة  B  ن ف ن     غٌ     ً  ن  ج           ن          ن      ة  A,B      ن   م       نمل      

  ن          ن      ة    ً ٌ م نم ه   ن     ز  لإن  ج   ى     ز     زٌع .

   Xi ٌ ضٌ ً ٌ م صٌ غة     غٌ    ب        

Xi for i=1,2,…..L 

   خ  ة   ث نٌة )صٌ غة    ة   ه  (

  خ  ة   ث نٌة  ً صٌ غة    ة   ه    ٌ ضٌ ً      ٌ       ى     ص ن ً   م    ف      ن   ه          ظٌم  
,  ثلا ص   ظٌم      ح ,  نظٌم    ف ءة ,   ظٌم     ٌ    ,   ظٌم  max ٌ  ز ب maximizeف ٌ  ن   ه   

 ثلاً   نٌه     فة ,      فة  min ٌ  ز  ه  minimize  م ى       ة        ن   ه        نٌة ف ٌ  ن   ه      

 ,  لان     ,   م ى       ة .

 Max Z=C1X1+C2X2+C2X3+…+CnXn ٌ ضٌ ً ٌ م صٌ غة   ه   

                               Min Z=C1X1+C2X2+C2X3+…+CnXn 

  ٌ Xn,….,X3,X2,X1    ٌغ     ً  

Cn,….,C3,C2,C1                ٌفة /   ح      ة       ة     غ   ً  

   خ  ة   ث  ثة )صٌ غة   مٌ            (

   مٌ                ً    ً   مك   ه     ً    ً          غٌ      ضه   ع     ض  ن          

  ٌة   ن ٌ  ن  خصٌص    غ   ٌن     ٌة  لإن  ج           
  ٌمٌة           
 ل               ث 
             ل     ة     ل  -أ 
        ئن    أجهزة     ة     ل  -ب 
 ل ى     ة  -ج 
  ب          
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  ن  ج         

        ٌ م إٌج     ه   مٌ    ن خلال      ن        ة  ش ل  لٌك 

  ٌ ضٌ ً ٌ م صٌ غة   مٌ     ب    لال      ن مٌة    ً          غٌ     ثلاً 

a12 X1+a2X2+….+a1mXn≤b1                                                                                                                             

a21 X1+a22X2+….+a2mXn=b1                                                                                                                          

a31 X1+a32X2+….+a3mXn≥b3                                                                                                                          

 Xn,X2,X1    غٌ     b1 ن لٌ ة         م ً  م       ٌ  خ  ain,a12,a11 ٌ   ن 

 (≥ ه ة ج  ً  ٌ م    ٌ     ن       ة    ن   ئ  ً                لالة ) ≤ ,=  , ≥    ف ن إش  ة          
 

   خ  ة       ة 

 فً   خ  ة       ة ٌ م        ة   ه      مٌ      ً   لالة  ٌ ضٌة    لا ً :
Max Z=C1X1+C2X2+.…+CnXn                                                                                                                                                                     

Or Min Z=C1X1+C2X2+.…+CnXn                                                                                                                                        
                           S.T  

a11 X1+a12X2+….+a1mXn≤                                                                                                                            

                                       = bm 

                                       ≥  

 X1,X2,…,Xn ≥ 0                         ه    ى   صف فة                              

Max Z=C1X1+C2X2+.…+CnXn                                                                                                                                                     
Or Min                                                                                                                                
S.T                                                                                                                                        

am1 X1+am2X2+….+amnXn ≤                                                                                                                            

                                         = bm 

                                                 ≥                                                                                              
X1,X2,…,Xn ≥ 0                                                                                           

   ً لٌ ة     غٌ     ً   ج ة    صف     مٌ    لا   ً  ٌ    ئ x,x1,…,x2 ≥ 0 ٌ  ٌ  ى   مٌ   

     ٌن فً صٌ غة      جة   خ ٌة 
 Ex1: Iraq co. produces two products A,B by using two types of Raw materials M1,M2 

table shows some information Formulate the problem by LP model . 

Raw 
material 

Available  

Usage of raw material to produce one unit 
of product   Material 

Product A Product B 

24 units 4 6 M1 
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6 units 2 1 M2 

 $4 $5 
Profit per 

unit 
 

    ث ل  لا ل :

 M2,M1   ن     خ  م ن  ٌن  ن         لا  ٌة  A,Bش  ة      ق   صن  ٌة  م م  إن  ج ن  ٌن  ن    ن ج   

   ج  ل      ً ٌ ضح   ض            ن       ة .

 A ن  ج   ث   ن     ٌن  ن      ة  ن      ب : صٌ غة       ة     خ  م      جة   خ ٌة     ً  نه لا ٌ  
  

            
     ف ة  ن 
      ة 

                 ة لإن  ج    ة     ة  ن    ن ج
      ة

 B   ن  ج   A   ن  ج  

  M1     ة   6 4  24

 M2     ة   1 2  6

   ح      ة       ة  $5 $4 

 

 
 

 
 
    ل :

 X1 = Aصٌ غة     غٌ                    ن جة  ن      ة  (1
 X2 = B      ة  ن    ن جة                                                

 Max Z = 5X1 + 4X2صٌ غة    ة   ه        (2
 صٌ غة   مٌ    (3

  لٌ           لا  ٌة 
6X1 + 4X2 ≤ 24 

X1 + 2X2 ≤ 6 

  لٌ   ن  ج      ةA  
X1 ≤ 2             

  لٌ     م      ٌة 
X1,X2 ≥ 0       

Then Max Z = 5X1 + 4X2 

S.T 6X1 + 4X2 ≤ 2        
X1 + 2X2  ≤ 6        

      X1  ≤ 2        
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X1,X2 ≥ 0        
Ex2: Accompany produces 3 product by using 3 machines m1,m2,m3 . time available for 

produce these product and profit for each unite of product are shown in the following 

table Formulate this Problem by General . 

   

Time 
available 

hours  

Time required to produce each product (hours) 

Machine  
Product 3 Product 2 Product 1 

400 2 - 6 M1 

500 - 5 4 M2 

600 4 6 3 M3 

 $7 $4 $5 
Profit for each unit 
of Profit product  

 

    ث ل   ث نً :

   ل    لازم لإن  ج    ة     ة  ن   ه  m3,m2,m1ش  ة  صنع ثلاثة  ن ج      ن     خ  م ثلاثة    ئن 

    ن ج       ل       ف     ح      ة       ة  ن   ه    ن ج     ض ة فً   ج  ل      ً .

       ب : صٌ غة       ة     خ  م      جة   خ ٌة .

   

   ل  
      ف  

    ل    لازم لإن  ج    ة     ة  ن    ن ج )   ة(
      نة 

 3   ن ج  2   ن ج  1   ن ج 

400 2 - 6 M1 

500 - 5 4 M2 

600 4 6 3 M3 

   ح      ة       ة  $5 $4 $7 

 
    ل :

  = X1 1صٌ غة     غٌ                    ً  ن ج  ن    ن ج  (1
 = X2 2               ً  ن ج  ن    ن ج                                    

 = X3 3               ً  ن ج  ن    ن ج                               

 Max Z = 5X4 + 4X2 + 7X3صٌ غة    ة   ه        (2
 صٌ غة            (3

6X1 +0X2 + 2X2 ≤ 400 
4X1 +5X2 + 0X3 ≤ 500 
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3X1 +6X2 + 4X3 ≤ 600 
 

Then Max Z = 5X1 + 4X2 + 7X3 

S.T 6X1 + 2X3 ≤ 400       
 4X1 +5X2 ≤ 500       

3X1 +6X2 + 4X3 ≤ 600  

X1,X2,X3  ≥ 0           
Ex3: Accompany distributes its product from three production branches to two sales 

centers . 

the following table shows some information . 
 

Supply Sales Center 2 Sales Center 1  

100 units $2 $3 production branch 1 

150 units 5$ $4 production branch 2 

80 units $7 $6 production branch 3 

 180 units 180 units Demand  

    ث ل   ث    :

ش  ة  م م    زٌع  ن ج  ه     صن ة فً ثلاثة ف  ع     ة  ه  فً    زٌن    ٌع ,     لة  لإن  جٌة   ف  ع   ثلاثة 

   ة فً  ٌن     لة  لا  ٌ   ٌة     ز  181   ة ,     لة  لا  ٌ   ٌة      ز    ل  111,151,81      ً   ى 

    ة ,   فة   نمل      ة       ة  ن   ف  ع   ى     ز    ٌع   ض ة فً   ج  ل      ً . 151   ٌع   ث نً 

       ب : صٌ غة       ة       جة   خ ٌة .

    

  1   ز    ٌع  2    ز    ٌع

 1  ف ع  لإن  جً  $3 $2

 2  ف ع  لإن  جً  $4 5$

 3  ف ع  لإن  جً  $6 $7

    ل :
  = X1 1  ى      ز  1صٌ غة     غٌ                    ً  نمل  ن   ف ع  (1

 = X2 2  ى      ز  2               ً  نمل  ن   ف ع                                    

 = X3 3  ى      ز  3               ً  نمل  ن   ف ع                               

 = X4 4  ى      ز  4               ً  نمل  ن   ف ع                             

 = X5 5  ى      ز  5               ً  نمل  ن   ف ع                             
 = X6 6  ى      ز  6               ً  نمل  ن   ف ع                             
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 7X6  + 5X4 + 6X5 Min Z = 3X1 + 2X2 + 4X3 +صٌ غة    ة   ه        (1
 صٌ غة            (2

X1 + X2  ≤ 100 

X3 + X4  ≤ 150 
X5 + X6  ≤ 80 

X1 + X3 + X5  ≤ 180 
X2 + X4 + X6  ≤ 150 

 
+ 7X6  + 5X4 + 6X5 Min Z = 3X1 + 2X2 + 4X3 

S.T                              

X1 + X2  ≤ 100 

X3 + X4  ≤ 150 
X5 + X6  ≤ 80 

X1 + X3 + X5  ≤ 180 
X2 + X4 + X6  ≤ 150 

X1,X2,X3,X4,X5,X6  ≥ 0          
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   فصل      ع

  ٌمة     م    ٌ نً   ل    ئل 

      جة   خ ٌة 

Graphical method 
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 فم   (X1 , X2)   خ م   ه     ٌمة فً  ل      ئل      جة   خ ٌة    ً   ض ن   غٌ ن  - لا ظة :

    ث ة      ٌة   ضح   ه     ٌمة 

Solve the following linear programming problem by Graphical method  

   

 

 

 

  -خ        ل :

 ن  ل   فة   مٌ     ى    لا       ٌة    ن    غ ء إش  ة   مٌ       ن  ص ح   مٌ    -1

               3X1 + 2X2           =6 . . .         1 ٌم   
               8X1 + 4X2           =8 . . .         2  ٌم   

صف   x1  م       لا    ه,  ٌ     م أي      ة ٌ   ب نم  ٌن   ل      ة    ن       ٌض  ن  -2

 . X1= صف   نج    X2       ن ن  ض  ن  X2 نج   

 3X1 + 2X2                        =6 . . .         1 
X1 = 0           0 + 2X2 = 6 
                            2X2 = 6 

X2   = 6/2 = 3 
 ( ً  1,  3  نم ة     ى.) 

X2 = 0           3X1 + 0 = 6 
                            3X1 = 6 

X1   = 6/2 = 2 
 ( ً  2,  1  نم ة   ث نٌة . ) 

8X1 + 4X2           = 8 . . .         2 

X1 = 0            4X2 = 8          X2 = 2         ( 0 , 2 ) 
X2 = 0            8X1 = 8          X1 = 1            ( 1 , 0 ) 

 

        

Max    Z = 4x1+ 5x2  

S.T.        
      3X1 + 2X2          ≤6 . . .   1  قٌد  
  8X1 + 4X2           ≥8 . .    2 قٌد   

X1 , X2        ≥0 . . . 
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 ٌ م   م       لا      فً   ش ل      ً  -3

 فً   نم         لا  .x1 , x2  ب   مٌم  X2 , X1 لا ظة: ٌ م  م ٌم      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ن     لا ج ه    م  ل   ل لٌ    ٌ ن   ن  -4

  ٌ( . 1ف ن  لا ج ه    م  ل    ج ه نم ة   صل )  (≥( لل    ٌ   ي        ن  إش  ة   م 

 ( ف ن  لا ج ه    م  ل    ج ه   جهة   خ ى  نم ة   صل     ≤      ن  إش  ة   مٌ          ٌ   ي )

     م      ً.     ضح فً 

 

ن     ن مة   م  ل   ً    ن مة     ص  ة  ٌن   مٌ       ً    ن  م   ة    فة   مٌ           -5

   ضح فً     م .

 
 

 

 

 

 

 

  

 . d , c , b , aأن  ن مة   م  ل  ً       ض ة فً     م أ لاه       نم   

a 
b 

4           3           2            1           0  

4 

3 

2 

1 

 X1 

X2 

1 2 

4           3           2            1           0  

4 

3 

2 

1 

 
X1 

X2 

c 

d 
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فً      ة    ة   ه          ضح فً  X2 , X1  ل نم ة  ن     م  ثم ن  ض لٌم  X2 , X1نج  لٌم  -6

   ج  ل      ً.

  

Max 

Z =  4X1+5X2 X2 X1 نم ة   

11 2 1 A 

15 3 1 B 

8 1 2 C 

4 1 1 D 
 

  ً  ة     max 

  نم ة  b  ٌن ج  نه     ى لٌ ة  ـ ً    ً Z 

     ل    ثل    

X1 = 0 

X2 = 3 

Z  = 15 

 

   لا ظة:

 = صف   X1ف ن لٌ ة  X2أي نم ة   ى         -1

  = صف   X2ف ن لٌ ة  X1أي نم ة   ى        

 

 . Zف ن   نم ة    ً ٌن ج  نه     ل    ثل  ً    ً ٌن ج  نه   لل لٌ ة ل  Min      ن       ة  -2

       ن ٌ   ي  X1فم  ف ن   مٌ   ٌ  ن     ٌ    ى         X1      ن   مٌ  ٌ   ي   ى   غٌ   -3

.   لا ث ة      ٌة X1      زٌ          X2فم  ف ن   مٌ   ٌ  ن     ٌ ً   ى       X2  ى   غٌ  

   ن .   ضح 
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Solve the following linear programming by Graphical method  

Max    Z = 8x1 + 6x2  

10X1 + 15X2             ≤30    S.T.        

        X1                       ≤2                

X1    ,    X2          ≥0  

    ل:-

10X1 + 15X2           = 30 . . .         1  
          X1                     = 8       . . .         2 

نم     مٌ  

  لا ل 

10X1 + 15X2           = 30  

X1 = 0               X2 = 2            ( 0 , 2 )  
X2 = 0               X1 = 3            ( 3 , 0 )  

 
 
 

 نم     مٌ    ث نً 
   
 

X1 = 2                                  ( 2 , 0 ) 

 

ن  م       لا   ن     لا ج ه    م  ل   ل لٌ      ن ن     ن مة   م  ل    ب   خ     فً    ث ل      ك *
. 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

  ج  ل    ل 

 
 

 
Max 

Z =  8X1+6X2 X2 X1 نم ة   

1 1 1 A 

12 2 1 B 

20 2/3 2 C 

16 1 2 D 

            3           2            1           0  

4 

3 

2 

1 

 
X1 

X2 

a 

c 

d 

b 

  ن مة   م  ل 

1 

2 
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    ن   ل       لا     ً   م  ع فً   ه   نم ة      ٌمة  لا ٌة :  Cفً   نم ة  X2 , X1 م إٌج     لا ظة:

10X1 + 15X2 =  30     

        X1          = 2                

 X1  صف  ٌ م      ٌض  نه  فً   مٌ     ل = 

10 × 2 + 15X2  = 30 
20       + 15X2  = 30 - 20 
               15X2  = 10 

                  X2       = 
  

  
  =      

 
 C ( ً 2/3 ,2 )فً   نم ة  X2 , X1أي  ن لٌم 

  ل    ثل    

X1 = 2 

X2  = 2/3 

Z   = 20 
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Solve the following linear programming by Graphical method  

Min    Z = 3x1 + 2x2  

 
6X1 + 3X2             ≤18        S.T.        

        X2                       ≤2                

X1    ,    X2          ≥0  

 

 

    ل:-

 

 

6X1 + 3X2           = 18  . . .         1  

       X2               = 2       . . .         2 

 
   مٌ     ل 

6X1 + 3X2                  = 18  . . .          1  

X1 = 0                X2 = 6               ( 0 , 6 )  
X2 = 0                 X1 = 3              ( 3 , 0 )  

 

   مٌ    ث نً 

X1 = 2                                  ( 2 , 0 ) 

 

 ن     ن مة   م  ل    ب   خ          ك.ن  م       لا   ن     لا ج ه    م  ل   ل لٌ      ن *
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

6 

5 

4 

3 

2 

1 X1 

X2 

a 

c 

b 

  ن مة   م  ل 

2 
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 ج  ل    ل 
 

 
Min 

 
 

Z =  3X1+2X2 X2 X1 نم ة   

4 2 1 A 

12 6 1 B 
11 2 2 C 

 

 

 

  نم ةC  6   ل       لاX1 + 3X2  = 18                                          

X2       = 2             

  ٌض  ن       X2  =2  ٌن ج 

   6X1 + 3 × 2  = 18 
6X1 + 6        = 18 
6X1              = 18 – 6  
6X1              = 12 
X1                = 2 

  نم ةC  ( ً 2  ,2. )  
  ً  ة     Min =  
  نم ةa  ل    ثل    ً  

 X1 = 0              ل                                                       
X2 = 2           
Z  = 4           

 

 

 

 

 

            3                2                 1                0  1 
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 .     فً    ث ة      ٌةٌ  ن  خ ص     ض   خ        ن  ن  جل  خ ص      ل   لا ظة: 

solve the following linear programming by graphical method    

Max    Z = 4X1 + 5X2  
 

S.T.          3X1 + 2X2             ≤6  
2X1 + 8X2             ≤8         
X1    ,    X2             ≥0 
 
 
 
 

    ل :-
 نم     مٌ    ً

3X1 + 2X2   = 6          ( 2 , 3 ) 
2X1 + 8X2     = 8          ( 4 , 1 )  

      X2= صف   نج  لٌ ة  X1 ثم ن  ض  ن  X1= صف   غٌ  لٌ ة  X2 لاخ ص   ن  ض  ن :  لا ظة

  ج ن    نم   أ لاه 
 

 ن  م  ن     ن مة   م  ل 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
 

Max 

 

Z =  4X1+5X2 X2 X1 نم ة   

1 1 1 A 

5 1 1 B 

9.4 1.6 1.8 C 

4 1 2 D 

 

            4                 3                2                 1                0  

 

3 

 

2 

 

1 

 

 

X1 

X2 

a 

c 

d 
 ن مة   م  ل 

لا ه   م   ة 

 لا ج ه   مٌ  
1 

2 
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  نم ةC  نج      ل         ٌن 

 3X1 + 2X2            = 6                                                  )   ب        ة     ى (    

3X1 + 2X2             = 6  

 

 12X1 + 8X2        = 24 

 2X1 ± 8X2          = ±8 ± 
 

 ٌ  ح

10X1 = 18                             X1= 
  

  
  

 فً        ة   ث نٌة X1       ٌض  ن

2 × 
  

  
  + 8X2      = 8   

  + 8 X2                 =  8 
  

  
 

3.2 + 8X2                 = 8   
  8X2             = 8 – 3.2 
  8X2                   = 4.8 

X2              =  
   

 
  = 0.6 

  نم ةC  ( ً 1.6  ,
  

  
 ( 1.2,  1.6أو )(  

  : ل    ثل    
                                     X1 = 1.2 

X2  = 0.6       
Z   = 9.4     
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 خ     فصل   
 Simplex Method  ٌمة          
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   لا ظة :
 

    ٌ(  لل    ٌ   ي≥)        (      لالة )   خ م   ه     ٌمة فً    ة       ن    م 
    غٌ      غٌ ٌن      ث         

 
Solve the Following Linear Programming Problem by Simplex method  .  
  .  ل     ة      جة   خ ٌة      ٌة     خ  م   ٌمة         

  + X2 max   Z = 5X1  
                      12≥     S.T.      4X1 + 6X2    

                          20≥                X1 + X2          
                       X1 , X2      ≥ 0    

 خ        ل : 

  ى              ٌ ه    ى     لا       ٌة  نمل   جهة   ٌ نى     ة  Siٌ م إض فة   غٌ        ة   -1

    ه     ى   جهة   ٌ  ى

max    Z - 5X1 - X2 = 0 
S.T.          4X1 + 6X2  + S1  = 12  

                 X1 + X2   + S2    = 20 

                  X1  ,  X2          ≥ 0  
 ٌ م  نظٌم       ة فً ج  ل ٌ  ك   ٌه ج  ل            -2

 

 

 

 

 

  ٌ  ٌ  ك   ى       ج  ل    ج  ل  لا    ئً   ن خص ئصه 

  لٌم     غٌ         ٌة 
S1 = 12    
S2 = 20 

  لٌ ةZ  صف   ن لٌم =X1  ,X2  صف     م  ج     ض ن     غٌ         ٌة = 
    ى           ٌ م    ٌن    ل   ى أن ن صل   ى    ل    ثل 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 1- 5- Z 

12 
21 

1 
1 

1 
1 

6 
1 

4 
1 

S1 

S2 

   لأس سٌ غٌ      تغٌ  ت

 ٌ
س
س 
لا
  
ت
  
غٌ
 ت
ل   

ح
ع ود   
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   ج ة    صف   Zن صل   ى    ل    ثل  ن       ن   فة   مٌم فً ص   maxفً    ة    ة   ه    .1

    صف     ة  Zن صل   ى    ل    ثل  ن       ن   فة   مٌم فً ص   minفً    ة    ة   ص   .2

 

 

  

 خ        ٌن    ل 

   

   

 

 

 

 

 فً ج  ل          أ لاه ٌ م  -1

 ن      ه      لٌ ة     ة فً ص     ة  X1 خ ٌ       غٌ      خل     ل  فً   ه       ة     غٌ   -أ 

  max  ه       نه  
 ٌ  ك   ٌه               ي   X1      ب   ه       ة         غٌ      خل  -ب 
  ى  21,  12(  ٌ  ٌ م  م ٌم لٌم         ل     ً  ً  S1     S2نج      غٌ    خ  ج  ن    ل )    -ج 

 ٌ  أن     غٌ     ي ٌخ ج  ن    ل       ي ٌم  ن   لل  1,  4لٌم              ي     ً  ً 

 لٌم              ي   صل ل  ة لٌم         ل   ى 
  3 ن ٌم  ن   لل   صل   م  ة     ً     ي  1S         غٌ    خ  ج  ن    ل فً   ه       ة -  

 ن  ن ج  ل        ج ٌ   -2

  X1ب  S1ن    ل     غٌ    خ  ج      غٌ      خل ففً    ث ل ٌ م       ل  -أ 
 ن    ل   ص        ي  ص      ي ج ٌ     ن  م   ه   ى   مٌ ة       ٌة  -ب

  ص        ي   ج ٌ    ب        ؤ ل   
               4 (/12  1  1  6  4 ) 

    = 6/4   1   1/4  1  3   ن  ج 
 ن    ل  مٌ ة   صف        ً  -ج

   ص    ج ٌ  = )   ص    م ٌم ( 
+ )  ص        ي   ج ٌ ( * )    ل   ص    م ٌم     ج   فً   ص        ي                 

   م ٌم(       لإش  ة
 

 
12/4 =3       

20/1 =20 
 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 1- 5- Z 

12 
21 

1 1 6 4 S1 

S2 1 1 1 1 
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 ص     ة   ه     ج ٌ   ه      ؤ ل

 

           (1  1   1   1-   5-)  
        ( +3  1  4/1  4/6  1( )5   )  

=                                                               

   ((1-3*5(,)1+1*5(,)1+4/1*5(,)1-4/6*5(,)5-1*5))  

  (15  ,1  ,4/5  ,1- 4/31  ,1 ) 

  (15 ,1  ,4/5  ,4/4-31  ,1 ) 

  (15  ,1  ,4/5  ,4/26  ,1  ) 

   ص    مٌ    ث نً  ه      ؤ ل

            (21  1   1    1    1    )  

        (  +3   1  4/1  4/6  1( )1-   )  

=                                                               

   21+3-  ,1+1  ,1+4/1-  ,1+4/6-  ,1 

   (17  ,1  ,4/1-  ,4/2-  ,1 ) 

 ننظم ج  ل ج ٌ   -3

 

 

 

ٌ م إ   ة خ        ٌن    ل      مة فً    ة أ     ن  لٌم ص     ة   ه    ض ن لٌم     ة  أن 
  min فً    ة أ     ن  لٌم ص     ة   ه    ض ن لٌم   ج ة  أن      ة  max     ة 

 maxنلا ظ  ن       ج  ل أن   فة   مٌم          لا  فً    ة   ه     ج ة    صف   أن    ة   ه   
  ص ن    ى    ل  لا ثل   
  ل  لا ثل    

X1 = 3 
X2 = 0 
Z = 15 
 = صف   نه  غٌ    ج  ة ض ن     غٌ         ٌة . X2: لٌ ة   لا ظة

 S2   S1 X2 X1  

15 1 4/5 4/26 0 Z 

3 
17 

1 4/1 4/6 1 X1 

S2 1 4/1- 4/2- 0 

    ل   صف   قدٌم   د    فً 

  صف    حو ي   قدٌم وب  س 

  لا   ة 
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 Solve the Following LP Problem by Simplex method   

                 max Z = 2X1 + 4X2  
                 S.T.      4X1 + 6X2   ≤ 24 
                                          X1   ≤ 8 
                                X1 , X2     ≥ 0 

 
 :   ل          

               max  Z - 2X1 - 4X2 = 0  
                 S.T.      4X1 + 6X2 + S1 = 24  
                                         X1 + S2 = 8 
                               X1 , X2  , S1 , S2  ≥ 0 

  Zص  
 

          (1  1    1   4-  2- ) 
          (4  1  6/1  1  3/2) (4) 

     
          16 1  6/4  1  3/2  

  
 
 
 
 
 
 
 

   فة       لا  فً ص  Z  ج ة / صف   أن      ة   ً Z  ً max  
  ل    ثل    

X1 = 0 
X2 = 4 
Z = 16 

 
 
 
 
 
 
 
 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 4- 2- Z 

24 
8 

1 1 6 4 S1 

S2 1 1 1 1 

 S2   S1   X2 X1  

16 1 6/4 1 3/2 Z 

4 
8 

1 6/1 1 3/2 S1 

S2 1 1 1 1 
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Solve the Following LP Problem by Simplex method   

                 min    Z = 5X1 + 10X2  
                 S.T.      2X1 + 6X2   ≤ 12 
                                         X2    ≤ 7 
                                X1 , X2     ≥ 0 
 :   ل

               min Z - 5X1 + 10X2 = 0  
                 S.T.      2X1 + 6X2 + S1 = 12 
                                         X2 + S2 = 7 
                               X1 , X2  , S1 , S2  ≥ 0 

 Z ص 
 

          (1  1    1   10  5- ) 
          (2  1  6/1  1  3/1) (-10) 

     
          -20  1  6/-10  1  3/-25  

  
 S2 ص 

            (7  1    1   1  0 ) 
          (2  1  6/1  1  3/1) (-1) 

     
          5   1 6/1-  1  3/1- 

 

   فة     لا  Z  ة / صف   أن      ة     ً Z  ً min  
  ل    ثل    

X1 = 0 
X2 = 2 

Z = -20 
 
 
 
 
 
 
 
 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 10 5- Z 

12 
7 

1 1 6 2 S1 

S2 1 1 1 0 

 S2   S1   X2 X1  

21- 1 6/11- 1 3/-25 Z 

2 
5 

1 6/1 1 3/1 X2 

S2 1 6/1- 1 3/1- 
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Solve the Following Linear programming Problem by Simplex method  

               min    Z = X1 - 4X2  
                 S.T.      3X1 + 4X2   ≤ 12 
                                         X1    ≤ 6 
                                X1 , X2     ≥ 0 

 : ن  ع نف    خ       ل    ئل      جة   خ ٌة     خ  م   ٌمة           لا ظة  
   ن    

    ة   ه   min 
  ن      نف    خ       ى أن نصل   ى    ل    ثل    ج ةنخ        غٌ      خل     ل           ش  ة 

 min ن       ن   فة   مٌم )      لا ( فً ص     ة   ه       ة    صف   ن      ة 
 
 :   ل 

               min  Z - X1 + 4X2 = 0  
                 S.T.      3X1 + 4X2 + S1 = 12 
                                         X2 + S2 = 6 
                               X1 , X2  , S1 , S2  ≥ 0 

 
 

           
  
                            4= 4/12 

 
 

 

    ل    ثل                     

X1 = 0                     

X2 = 3                   

Z = -12                 

 ص     ة   ه     ج ٌ  

                                  (1  1    1   4  1- ) 
                              ( +3  1  4/1  1  4/3) (4-) 

    = 
          (1+3*4- ,)1 ( ,1+4/1*4-( , )4+1*4-( , )1-4/3*4-) 

            12-       1         1-              1             4/4-12- 

            12-       1         1-              1             4/16- 

 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 4 -1 Z 

12 
6 

1 1 4 3 S1 

S2 1 1 0 1 

 S2   S1   X2 X1  

12- 1 -1 1 4/-16 Z 

3 
6 

1 4/1 1 4/3 X2 

S2 1 0 1 1 
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 ص    مٌ    ث نً

                                (6  1    1   1   1 ) 
                               (3  1  4/1  1  4/3) (1) 

    
  (1    1    1   1  6  مٌم لا   غٌ   نه         )  
  ض   ة * صف   

 Solve the Following Linear programming Problem by Simplex method  

             max    Z = 5X1 + 3X2  
                 S.T.      6X1 + 6X2   ≤ 12 
                                         X1     ≤ 4 
                                X1 , X2     ≥ 0 
 

 :   ل    

               max      Z - 5X1 - 3X2 = 0  
                 S.T.      6X1 + 6X2 + S1 = 12 
                                         X1 + S2 = 4 
                             

           
  
                            4= 6/12 

 4= 1/4       
 

 

                
                 

 
 
 
 
 
1   1   1   3-   5- 
2   1  6/1  1    1 (5) 
     
 

11  0  6/5  2    1 
 
 
 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 -3 -5 Z 

12 
4 

1 1 6 6 S1 

S2 1 1 0 1 

 S2   S1   X2 X1  

11 1 6/5 2 1 Z 

2 
2 

1 6/1 1 1 X1 

S2 1 6/1- 1- 1 
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                 4  1    1    1   1 
                 2  1  6/1   1   1  (1-) 

    
                 2  1  6/1-  1-   1  

    ل    ثل                      
X1 = 2                     

X2 = 0                   

Z = 10                  

 
Solve the following linear programming problem by simplex method      

        max    Z = 2X1 + 4X2  
                 S.T.      8X1 + 2X2   ≤ 16 
                                 X1 + X2    ≤ 20 
                                X1 , X2     ≥ 0 
 

 :   ل    
               max      Z - 2X1  - 4X2 = 0  
                 S.T.      8X1 + 2X2 + S1 = 16 
                                  X1 + X2 + S2 = 20 
                             

           
  
                            8= 2/16  

21 = 1/21          
 

 

                
                  

 
 
 
 
1   1   1   4-   2- 
8   1  8/1  1    4  (4) 
 

32  0  8/4  1    14 

 
 

 S2   S1   X2 X1  

1 1 1 -4 -2 Z 

16 
20 

1 1 2 8 S1 

S2 1 1 1 1 

 S2   S1   X2 X1  

32 1 8/4 1 14 Z 

8 
12 

1 2/1 1 4 X2 

S2 1 8/1- 1 3- 
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                 21  1    1    1   1 
                 8    1  8/1   1   4  (1-) 

    
                 12  1  8/1-  1    3-  

  
 

    ل    ثل                     

X1 = 0                     

X2 = 8                   

Z = 32                  
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   فصل       

      ى M  ٌمة 
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      ى لإٌج      ل    ثل      جة   خ ٌة  M  ٌمة 

   لالة )=(                   خ م   ه     ٌمة فً    ة      ض ن        ة             لا ظة :
  ( ≥   لالة )

 (  ثل≥ ن       ن   ٌن      ة     ي   ى             لالة         ٌ   ي )

      3X1 + X2 ≥ 10 

  غ ض ج ل             لالة      ٌة  L1   ف ضن   نن  ن  ح   غٌ  إض فً   ٌ ن 

3X1 + X2 – L1 = 10      

     ي صف   X1,X2          فً ج  ل    ل  لا    ئً  ٌ  نف ض  ن       ن     خ  م   ٌمة 

0+0-L1=10      
-L = 10          
L1 = -10        
     غٌ     ن  نه ٌجب  ن    ن     غٌ      ج ة ,   ن فً   ه      ة ٌجب إض فة   غٌ   ص ن  ً 

  ل      ً :   خ ص  ن   ه    ش  ة      ٌ  ن            A1 ٌ  ز  ه ب

      3X1 + X2 – L1 + A1 = 10 

  فً    ة       ن   ٌن  لٌ       لالة )=(

5X1 + 6X2 = 10         
      ي صف   X2,X1   ب   ج  ل    ل  لا    ئً ف نه 

      غٌ     ن     ٌجب إض فة   غٌ   ص ن  ً  ه            11=1 10=0+0 

5X1 + 6X2 + 2 = 10 
    ٌ   ب إٌج     ٌمة   ٌ ة    ٌمة            ل  ثل   ه      ئل     ً     ي   ى   غٌ    

      ى . M ص ن  ٌة   ن   ه     ق  ً   ٌمة 

    ض   نه    ن    مٌ ة  ثل    ٌ  م Mلاٌج ز      ٌض  ن  M ن     خ  م   ٌمة   لا ظة :    

فً ج  ل    ل  M  لا ة  Z ن      ن فً    ة       ن  لٌ ة        ة  ل   ثل  ن   ن ل       لا ٌ  

  ٌ ة       ن لٌ ة  M    ن أ       ظل   لا ة  M   ثل     ن         غٌ         ٌة     لٌ ة   لا ة 

M .ة ج  ً  لا         م      ٌن ٌ   

      ى. M ٌمة   ج     ل    ثل      ة      جة   خ ٌة      ٌة     خ  م    ث ل :

Min Z = 4X1 + X2  

S.T 
 3X1 + X2 = 3       
 4X1 +3X2 ≥ 6       

X1 +2X2 ≤ 4     
X1,X2 ≥ 0   
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   خ     :
   ى   مٌ         لالة = A1ٌ م إض فة   غٌ   ص ن  ً  .1
 ≥ ن   مٌ         لالة  L1   ح   غٌ  إض فً  A2ٌ م إض فة   غٌ   ص ن  ً  .2
 ≤  ى   مٌ         لالة  S1ٌ م إض فة   غٌ   ص ن  ً    ث   .3
 A2,A1   ح     غٌ     min    ة   ه   ن ع  M(     ض  ه  بA2,A1ٌ م إض فة     غٌ    ) .4

  max    ة   ه   ن ع  M لاص ن  ٌة     ض  ه  ب
 
 
 
 
 

  min     ن       ة  ً 

   ن ٌ    صٌ غ ه     ش ل      ً 

 Min Z = 4X1 + X2 + mA1 + mA2   

S.T 
 3X1 + X2 + A1 = 3       
 4X1 +3X2 + A2 – L1  = 6       

X1 +2X2 + S1  = 4     
X1,X2,A1,A2,L1,S1 ≥ 0     

  Z ن   مٌ    ث نً  ن  ضه   فً      ة   A2 ن   مٌ     ل    A1نج  لٌ ة  .5
Min Z = 4X1 + X2 + m(3-3X1 - X2) + m(6-4X1 - 3X2 + L1) 
           = 4X1 + X2 +3m-3X1 - mX2 + 6m – 4mX1 – 3mX2 + mL1 

Min Z = 4X1 + X2 +9m-7mX1 - 4mX2 + mL1 

 Min Z = 4X1 - 7mX1+ X2 - 4mX2 + mL1 +9m 
   ى   جهة   ٌ  ى  M9ٌ م نمل   جهة   ٌ نى    غٌ       ة   ه          .6

 Min Z = X1 + 7m – X2+ 4mX2 - mL1 = 9m 
S.T 
 3X1 + X2 + A1 = 3       
 4X1 +3X2 + A2 – L1  = 6       

  X1 +2X2 + S1  = 4     
X1,X2,A1,A2,L1,S1 ≥ 0     

 ٌ م  نظٌم       ة فً   ج  ل      ً  .7
 
 
 
 
  

 S1   A2 A1 L1   X2 X1  

       ة   ج ٌ ة
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3/3 = 1              
6/4 = 3/2          
4/1 = 4              

 
 ن  ع نف  خ        ٌن    ل       ة فً   ٌمة           .8

 min  ن       ة  ً 
  A1     غٌ    خ  ج      X1  ن     غٌ      خل    

          ن ٌ       ب لٌم   صف        ً فً   ٌمة 
 (0 0 1/3 0 1/3 1 1لٌم   ص        ي   ج ٌ ة  ً ) (1
   ج ٌ ة  ً  Zلٌم ص   (2

 (-1+4m)  -m    0   0  0 9m(4+7m-) 
 (    1          1/3         0  1/3  0  0   1 )(4+7m-) 

    1+5m/3    -m    -4+7m/3  0   0      4+m 0     
 لٌم   مٌ    ث نً    (3

    3     -1     0     1    0   6         4  
 (  1   1/3   0   1/3    0   0    1 )      (4)-          

   5/3   -1  -4/3   1   0    2        0  
 لٌم   مٌ    ث    (4
      2     0     0     0    1   4         1  

 (  1   1/3   0   1/3    0   0    1 )      (1)-          
   5/3   0   -1/3   0   1    3         0   

 
 

    ن ن  ن ج  ل ج ٌ  

 

 

 

 

 

 

  

9m 
3 
6 
4 

1 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

-m 
0 
-1 
1 

(1+4m-) 

1 
3 
2 

(4+7m-) 

3 
4 
1 

Z 
A1 
A2 
S1 

 S1   A2 A1 L1   X2 X1  

4+2m 

1 
2 
3 

1 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
0 

4-7m/3 

1/3 

-4/3 

-1/3 

-m 
0 
-1 
1 

1+5m/3 

1/3 

5/3 

5/3 

0 
1 
0 
0 

Z 
X1 
A2 
S1 
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 لا     ي   ى   جب  Z  ن   فة لٌم  min  ن       ة  ً 

   ن   ص ن    ى    ل  لا ثل
    ل  لا ثل    

X1 = 2/5 
X2 = 9/5 
Z = 17/5 

 
Ex: Solve the Following L P Problem by Big M method  . 

 

  + 3X2 max   Z = 2X1  
                      6=     S.T.      X1 + X2    

                           8≥                      X2        
                       X1 , X2    ≥  0    

    ل :            

  mA1 - + 3X2 max   Z = 2X1  
         A1 = 6 – X1 – X2              6=     S.T.      X1 + X2 + 

A1   

                           8=                      X2 + S1       
                X1 , X2 ,S1 ,A1    ≥  0 

  m(6 – X1 – X2) - + 3X2 max   Z = 2X1  
  6m + mX1 + mX2 - + 3X2               = 2X1  

         6m - + 3X2 +mX2 mX1 +      max   Z  = 2X1  

 S1   A2 A1 L1   X2 X1  

18/5 

3/5 

6/5 

1 

1 
1 
0 
1 

-1/5-m 

-1/5 

3/5 

-1 

8/5-m 

3/5 

-4/3 

1 

1/5 

1/5 

-3/5 

1 

0 
0 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

Z 
X1 
X2 
S1 

 S1   A2 A1 L1   X2 X1  

17/5 

2/5 

9/5 

1 

-1/5 

-1/5 

3/5 

1 

-m 
0 
0 
-1 

7/5-m 

2/5 

-1/5 

1 

0 
0 
0 
1 

0 
0 
1 
0 

0 
1 
0 
0 

Z 
X1 
X2 
L1 
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         6m -  =- 3X2 - mX2 - mX1       max   Z  - 2X1  
                      6=     S.T.      X1 + X2 +A1  

                              8=                    X2 + S1       
              X1 , X2 ,S1 , A1    ≥  0    

 
 
 

 

 

 

 

    ل    ثل    

X1 = 0 

X2 = 6 
Z = 18 

Ex: Solve the Following Linear Programming Problem by Big M method  . 
  + 4X2 max   Z = 2X1  

         2X1 + 4X2 +S1 = 4                6≥     S.T.     2X1 + 
4X2   

            X1 – L1 + A1  = 1               1                          X1 ≥ 
      

                                      X1 , X2  ≥  0 
    ل :            

X1 – L1 + A1  = 1        A1 = 1 - X1 + L1 

  mA1 - + 4X2 max   Z = 2X1  
  m (1 – X1 – L1) - + 4X2               = 2X1  

         mL1 - - m + mX1 4X2 +      max   Z  = 2X1  
 4X2 – m – mL1++ mX1       max   Z  = 2X1  

 4X2 + mL1 = -m  - - mX1       max   Z  - 2X1  

 S1   A1   X2 X1  

-6m 1 1 (m-3-) (m-2-) Z 
6 1 1 1 1 A1 

8 1 1 1 0 S1 

 S1   A1   X2 X1  

18 1 m+3 1 1 Z 

6 1 1 1 1 X2 

2 1 -1 1 -1 S1 

 S1 A1 L1   X2 X1  
-m 1 1 m -4 -2-m Z 

4 1 1 1 4 2 S1 
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 Zصف 

 (  -2-m   -4   m    0   0  )                     (2+m)(   1       0    -1    1    0 )              

 

 1Sصف 

 (  2   4   0    0     1   4  )                             (-2)( 
 1   0  -1    1    0    1 )                     

0   4   2    -2     1   2                        

 Zصف 

     (  0   -4   -2   2+m     0  2  )                  (-4)( 

 0   1  1/2  -1/2  1/4   1/2 )                 0    0    

0     m     1        4              

 X1 = 1  ج ة / صف           ل    ثل     Z  ن   فة     لا  

 Z  ً max                                   X2 = 1/2  ن      ة 
                                                                 Z = 4  

Ex: Solve the Following Linear Programming Problem by Big M method  . 
  + X2 min   Z = 4X1  

          2=     S.T.     X1 + X2   

                       2                      X1 ≤       
                                      X1 , X2  ≥  0 

    ل :            

 + X2 +mA1 min   Z = 4X1  
 2=     S.T.     X1 + X2 +A   

             A1 =2 - X1 - X2   

                       2                X1   + S1 =      
                                      X1 , X2 , S1 , A1  ≥  0 

  Z = 4X1+ X2 +m )2 - X1 - X2                               (  
              = 4X1 + X2 +2m - mX1 - mX2               

                        = 4X1 - mX1 + X2 - mX2 + 2m 
   Z - 4X1 + mX1 - X2 + mX2 = 2m 

1 1 1 -1 1 1 A1 

 S1 A1 L1   X2 X1  
2 1 2+m -2 -4 0 Z 

2 1 -2 2 4 0 S1 

1 1 1 -1 1 1 X1 

 S1 A1 L1   X2 X1  
4 1 m 0 0 0 Z 

1/2 4/1 -1/2 /21 1 0 X2 

1 1 1 -1 1 1 X1 

 S1   A1   X2 X1  

2m 1 0 -1+m -4+m Z 
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 Zصف                                    

                 (  -4+m  -1+m   0     0     2m  )   
       (1-m)(  1           1       1      0       2   ) 
                    -3         0     1-m    0       2       
 

   صف  /    ة  2  فة     لا 

  Z  ً max أن      ة 

    ل    ثل                                  

X1 = 0 

X2 = 2 
Z = 2      

 
 

 
 
 

 

 

 

 

2 1 1 1 1 A1 

2 1 0 0 1 S1 

 S1   A1   X2 X1  

2 1 1-m 0 -3 Z 

2 1 1 1 1 X2 

2 1 0 0 1 S1 
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    ع  فصل   

      جة   خ ٌة   ثن ئٌة      ن   ج    م  ل

 Duality Model of Linear Programming  
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    ع    فصل 

  Duality Model of Linear Programming      جة   خ ٌة   ثن ئٌة      ن   ج    م  ل

  Duality of LP  ثن ئٌة      جة   خ ٌة 

 Duality  ى ن   ج   ثن ئٌة  Primalفً   ض     لا  ٌ   ب    ٌل ن   ج      جة   خ ٌة     ً  

   ن   ه     لا  
 لٌ ة   جهة   ٌ نى   مٌ       ة  ثل  .1

4X1 + 6X2  ≤ -10 

 ظه   لٌم     ة   جهة   ٌ نى   مٌ   ن ٌجة  غٌٌ  فً   ض   مٌ   )        ( . .2
   ل    لازم   ل    ئل      جة   خ ٌة           ٌ   ن     غٌ       مٌ   ٌ  غ ق  ل  ً  خ صة  .3

     خ  م       ب .

 ص ح  max ن صٌغة   ثن ئٌة      جة   خ ٌة   نً   جهة   ٌ نى   مٌ    ص ح    ة         ة   ه   

min  ن لٌم    ة   ه    ص ح لٌم   جهة   ٌ نى   مٌ        لا    مٌ    لا   ة  ص ح                

 صف       ن إش  ة   مٌ     غٌ   فك ل     

  ثلاً 
max   Z = 3X1 + 4X2  

                      10 …….Y1≥     S.T.      2X1 + 5X2    

                          15 …….Y2≥             6X1 + 8X2          
                       X1 , X2      ≥ 0 

  ثن ئٌة  ص ح   
min   W = 10Y1 + 15Y2  

                   3 ≤     S.T.      2Y1 + 6Y2    

                          4≤                 5Y1 + 8Y2     
                       Y1 , Y2      ≥ 0  

     أن  ن ف  ئ    ن   ج   ثن ئً    خ   ه فً   Dual ً   غٌ      ن   ج   ثن ئً  Y1 , Y2 ٌ  أن 

   ٌل           ل    ثل        ٌ  ك   ٌه     ٌل       ٌة . إض فة   ى      ٌز   ى  م ٌل          لاً 
  ن   مٌك    ى   ح .

 Dual  ى   ن   ج    م  ل  Primalفً    ث ة      ٌة ن ضح  ٌ  ٌ م      ٌل  ن   ن   ج     ً 
Model  
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 max      ن     ة   ه   

( ل ل    ٌل ≥فٌجب أن    ن   فة   مٌ        لالة ) maxفً    ة       ن     ة   ه     ن   ج     ً  .1

 . Dual  ن   ج   ى   ن   ج   ثن ئً )   م  ل( 

 ( فٌ م ض ب     فٌن *≤      ن أ     مٌ        لالة )(-1) ( ه   ى ٌ    ≤ ) 

  ن إش  ة     غٌ      جهة  (≥)( فٌ م        ه  مٌ ٌن      لالة =أ     مٌ        لالة )      ن  

   ٌ نى    ٌ  ى   مٌ    ث نً      إش       مٌ   لا ل 
    ن  Dual( ٌ م     ة   ن   ج    م  ل )  ثن ئٌة( ≥  ى ) Primal       ٌل   فة لٌ     ن   ج     ً  .2

  ة   ه    ص ح   min 

 ( مٌ    ص ح  ≥) 
  ً     غٌ      ن   ج    م  ل      لٌ     ن   ج      Primal  

  لا     ة   ه     ن   ج     ً  ص ح   جهة   ٌ نى   مٌ   فً   ن   ج    م  ل     
  جهة   ٌ نى   مٌ   فً   ن   ج     ً  ص ح     لا     ة   ه   فً   ن   ج    م  ل   
   ٌن   ج     ً  ص ح صف   فً   ن   ج    م  ل      ة فً   م   

Ex: Write the Duality of the Following Linear Programming . 
max   Z = 3X1 + 6X2 + 7X3 

 S.T.   

  ≥ 60                   5X1 + 8X2 – 3X3    

                         1 8≥        2X1 + 9X2 + 10X3        
                          70=        4X1 + 7X2 + 2X3        

                     X1 , X2 , X3     ≥ 0 
 

 :   ل          
 

Dual Primal 

min   W = -60Y1 + 80Y2 + 70Y3 -70Y4  

  S.T.   
  - 5Y1 + 2Y2 + 4Y3 - 4Y4 ≥ 3      

            ≥ 6   -8Y1 + 9Y2 + 7Y3 -7Y4 

3Y1 + 10Y2 + 2Y3 -2Y4 ≥ 7                                

                    Y1 , Y2 , Y3 , Y4    ≥ 0 

max   Z = 3X1 + 6X2 + 7X3  

  S.T.   
   - 5X1 - 8X2 + 3X3 ≤ - 60 ….Y1          

     ….Y21 8≥    2X1 + 9X2 
+ 10X3      
 4X1 + 7X2 + 2X3 ≤ 70 ….Y3                   

4X1 - 7X2 - 2X3 ≤  -70 ….Y4-            

 X1 , X2 , X3     ≥  0                  
 
Ex: Write the Duality of the Following Linear Programming . 

max   Z = 6X1 + 8X2 

S.T.        

    ≤ 10              4X1 + 7X2  
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                         5 ≥        2X1 + X2          
                         6 ≥        3X1 + 5X2        

                 X1 , X2   ≥ 0 

 
 
 
 

  
 :   ل
 

Dual Primal 
min   W = 10Y1 + 5Y2 + 6Y3   

  S.T.   
 4Y1 + 2Y2 + 3Y3  ≥ 6         

        ≥ 8                      7Y1 + Y2 + 5Y3   

Y1 , Y2 , Y3   ≥ 0                   

max   Z = 6X1 + 8X2  

  S.T.   
    4X1 + 7X2  ≤ 10  ….Y1          

  5   ….Y2 ≥        2X1 + X2       
 3X1 + 5X2  ≤ 6 ….Y3                              

 X1 , X2     ≥  0                

 

 

 

 

 min      ن     ة   ه   

( ل ل ≥فٌجب أن    ن   فة   مٌ        لالة ) minفً    ة       ن     ة   ه     ن   ج     ً . 1

 Dual   ٌل   ن   ج   ى   ن   ج    م  ل 

 ( (     ٌ ه   ى )1-( فٌ م ض ب     فٌن ب )≤      ن       مٌ        لالة≤) 

  (   ن إش  ة     غٌ      جهة ≥     لالة )      ن       مٌ        لالة )=( فٌ م        ه  مٌ ٌن
   ٌ نى    ٌ  ى   مٌ    ث نً      إش       مٌ     ل 

    ن  Dual( ٌ م     ة   ن   ج    م  ل )  ث نً( ≥  ى ) Primal.        ٌل   فة لٌ     ن   ج     ً 2

  ة   ه    ص ح   max  

 ( مٌ    ص ح  ≥) 
  ً     غٌ      ن   ج   م  ل      لٌ     ن   ج       
  لا     ة   ه     ن   ج     ً  ص ح   جهة   ٌ نى   مٌ   فً   ن   ج    م  ل     
  جهة   ٌ نى   مٌ   فً   ن   ج     ً  ص ح     لا     ة   ه   فً   ن   ج    م  ل   
   فً   ن   ج     ً       ة فً   مٌ     ن   ج     ً  ص ح صف 



51 
 

 
Ex: Write the Duality of the Following Linear Programming model . 

min   Z = 6X1 + 7X2  

 S.T.   

  ≥ 10                   2X1 + 3X2  

                          20≥        5X1 + 8X2        
   30=        3X1 + 9X2        

                  X1 , X2   ≥ 0 
 

 :   ل
 

Dual Primal 

max   W = 10Y1 - 20Y2 + 30Y3 -30y4  

  S.T.   
 2Y1 - 5Y2 + 3Y3 -3Y4  ≤ 6         

            ≤ 7    3Y1 - 8Y2 + 9Y3 - 9Y4      
    Y1 , Y2 , Y3 , Y4  ≥ 0           

min   Z = 6X1 + 7X2  

  S.T.   
    2X1 + 3X2  ≥ 10  ….Y1          

  ….Y2                             00- ≤   -5X1 - 
8X2    

 3X1 + 9X2  ≥ 30 ….Y3                            

-3X1 - 9X2  ≥ -30 ….Y4                            

 X1 , X2     ≥  0                
 
 
 
 
 
 

 

 

 Duality  ثن ئٌة 

 
Ex: Write the Duality of the Following Linear Programming Problems . 

1)  

max   Z = 3X1 + 6X2 + 4X3 

S.T.        

    ≥ 10              6X1 + 7X2 + 8X3  

     20                     =         3X1 + 6X2 + 2X3       
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                         15 ≥         8X1 + 2X2 + X3           
                                     X1 , X2 , X3   ≥ 0 

 :   ل
 (≤ٌ م    ٌل   مٌ     ى )

 (    ن   ث نً      إش  ة    ل ≤  مٌ   )=( ٌ م      ٌض  نه   مٌ ٌن )
 (-1(  ض ب     فٌن * )≤(ٌ م    ٌ ه   ى )≥  مٌ  )
 

  max   Z = 3X1 + 6X2 + 4X3 

S.T.        

  Y1   .... ≤ -10              -6X1 - 7X2 - 8X3  

     20    …. Y2                  ≤          3X1 + 6X2 + 2X3       
                       …. Y3  -20 ≥         -3X1 - 6X2 - 2X3          
                       …. Y4    15 ≥          8X1 + 2X2 + X3          

                                      X1 , X2 , X3   ≥ 0 

  Duality  ثن ئٌة 

min   Z = -10Y1 + 20Y2 - 20Y3 + 15Y4 

S.T.        

    ≥ 3              -6Y1 + 3Y2 – 3Y3 + 8Y4  

 ≥ 6          -7Y1 + 6Y2 – 6Y3 + 2Y4      
                     4 ≤          8Y1 + 2Y2 - 2Y3  + Y4         

                                     Y1 , Y2 , Y3 , Y4   ≥ 0 
2)  

min   Z = 5X1 + 6X2  

S.T.        

    = 15              6X1 + 7X2  

     10                    ≤          8X1 + 9X2       
                         21 ≥           10X1 + X2     

                                 X1 , X2    ≥ 0  
   لاً :

 (≥ٌ م    ٌل   فة   مٌ     ى )
min   Z = 5X1 + 6X2  

S.T.        

    ≥ 15              6X1 + 7X2  

     -15                    ≤         -6X1 - 7X2       
                            11 ≤               8X1 + 9X2   

         -20  ≤              -10X1 - X2  
                           X1 , X2    ≥ 0  

(    ن        ≥ٌ م    ٌل   مٌ   )=(   ى لٌ ٌن )

   غٌ   ه      إش  ة    ل 

(≥)(     ٌل   مٌ    ى -1نض ب     فٌن )  
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min   Z = 5X1 + 6X2  

S.T.        

   Y1 .... ≥ 15              6X1 + 7X2  

   Y2 .... ≥ -15             -6X1 - 7X2  

                       Y3  ....11 ≥            8X1 + 9X2     
Y4 .... 21- ≥           -10X1 - X2     

                                 X1 , X2    ≥ 0  

  Duality  ثن ئٌة 

max   Z = 15Y1 - 15Y2 + 10Y3 - 20Y4 

S.T.        

    ≤ 5               6Y1 - 6Y2 + 8Y3 - 10Y4  

 ≤ 6             7Y1 - 7Y2 + 9Y3 - Y4      
                                     Y1 , Y2 , Y3 , Y4   ≥ 0 
 
 

  Soluion for Dual Optimalإٌج      ل    ثل   ن   ج   ثن ئٌة 

ٌ م    خ  م         ج  ل    ل    ثل  Z Y1 , Y2 , Y3 ,لإٌج      ل    ثل  ن   ج   ثن ئٌة أي إٌج   لٌم 

   ن   ج     ً       ضح فً    ث ة      ٌة 

Ex: Given below LP Problem and its optimal tabl . 
Write the Dual Model and  its optimal Solution . 

min   Z = 4X1 - 8X2  

S.T.        

   Y1          .... ≤ 4               X1 + 2X2  

   Y2      .... ≤ 6                       3X1 + 2X2  

                                 X1 , X2    ≥ 0 
 ج  ل    ل    ثل                                 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 S2   S1   X2 X1  

16- 1 4- 1 8- Z 

2 1 2/1 1 2/1 X2 

2 1 1- 1 2 S2 



54 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 :   ل

( ,       ن  ه ه ≤  ى   مٌ   أ لاه  نن  )   S1    ’S2ن ن ن     ن خلال   ٌمة            نن   ضفن  

  Y1   ’Y2      ة   غٌ ٌن   ثن ئٌة     

Y1 = -4 
Y2 = 0 

W = Z = -16 
   ن   ن   ج   ثن ئً    

max   W = 4Y1 - 6Y2  

S.T.        

    ≥ 4               Y1 + 3Y2  

 ≥ - 8          2Y1 + 2Y2      
                                   Y1 , Y2   ≥ 0 
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 ث  ن  فصل   

  ModelsTransportationن   ج   نمل 
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 Transportation Modelsن   ج   نمل 

ٌمص   ن   ج   نمل      ٌب    ً ٌ م فٌه   جهٌز  ص        ب  ن    ص       ئٌ ٌة   لل   فة  ٌ  ٌ م  
 صٌ غة    ئل   نمل فً  صف فة       ض ة   ن ه .

 

 

 

 
 

 

 

 
حٌث   ن :

   , ....S3   ,S2  ,S1  ت ثل  ص د    ت هٌز 

           , ....D3   ,D2  ,D1         ت ثل     ز 

                       Xij         ت ثل   ٌ ت   نقل  ن    صدi        ى    ز  j 
                       Cij         ت ثل   ف    نقل   وحدة   و حدة  ن    صدi        ى    ز  j 

              , ....a3    ,a2  ,a1     ت ثل   ق     ص دSi 
          , ....b3    ,b2 ,b1     ت ثل   ٌ            زDj  

 
  لاحظ  :

 (ij ت ثل   خ ٌ  ذ ت  قم   صف )i  و    ودj ( ًخ ٌ    و ق   فً   صف 11 ثلا   )1و    ود  1 

  أن تتس وى    وع   ق     ص د   ع    وع   ٌ ت           ز   ٌ 
 وفً ح    :

 
 
a1 

 

a2 

 

a3 

 
... 

... D3 D2 D1  

... 
 C13  C12  C11 

S1 
X13 X12 X11 

... 
 C23  C22  C21 

S2 
X23 X22 X21 

... 
 C33  C32  C31 

S3 
X33 X32 X31 

… …
 

…
 

…
 

…
 

… b3 b2 b1 
 

  Destinations    ز     ب 

 Supply  لة    ص    

ز 
هٌ
ج
  
  
  
ص 
 S

o
u

rc
e

s 

  Demand  ٌة     ب
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 ذ    نت    وع   ٌ ت   ق     ص د    ب   ن    وع   ٌ ت       فٌتم فً هذه   ح    أض ف   .1

حٌث   ٌ         هذ       ز   وه ً تس وي  Dع ود وه ً ٌ ثل    ز     وه ً وٌ  ز  ه 

     ص د  و   وع   ٌ ت           ز و  ف خلاٌ  هذ      ود   وه ً   ف ق بٌن    وع   ق
 تس وي صف  لأنه وه ً .

فً ح     ذ    نت    وع   ٌ ت           ز   ب   ن    وع   ٌ ت   ق     ص د  فٌتم فً  .2
حٌث أن   ق    ت هٌز  Sهذه   ح    أض ف  صف وه ً ٌ ثل  صد  ت هٌز وه ً ون  ز  ه   

د  تس وي   ف ق بٌن    وع   ٌ ت           ز و  ٌ ت   ق     ص د  و  ف خلاٌ   هذ     ص
 هذ    صف تس وي صف  لأنه وه ً .

  حل  س ئل   نقل تو د عدة أس  ٌ  وهً  .3
  Least Cost Methodأس و  أقل   ف   (1
  North West Corner Methodأس و      ن       ً   غ بً  (2
  Vogel Methodأس و  فو ل  (3
 ب       خ ٌ     (4
 
 

  Least Cost Methodأ   ب ألل   فة 

 خ        ل :
 ٌ م    زنة     ة   نمل      م   ن     زنة أي ٌجب أن ٌ  ن  .1

   ٌ       ب =  ج  ع   ٌ      جهٌز          
   خ ٌة  ai  ,bj   أ    ٌل   خ ٌة     ألل   فة  ع      ة   ٌة  .2
 ثم ن  ل   خلاٌ      ألل            ى أن ٌ م    ٌف ء         جه     ز     ب  .3

Ex: Solve the Following Transportation Problem by Least Cost Method . 

  ل     ة   نمل      ٌة     خ  م   ٌمة ألل   فة

 

 

  
 
  
 
 
 

  
 
 
 

    ل:

 
 

100 

 
50 

 
80 

 

230 

D3 D2 D1  

 1  4  3 
S1 

   

 2  3  5 
S2 

   

 6  7  6 
S3 

   

80 90 60  

Destinations  

Supply 

Sources 

Demand  
 صف 

20 
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 نلاحظ أن    وع       =    وع   ت هٌز  .1
   سأ    تو زن    

وحدة فق   ذ  ٌتم تصفٌ   80ٌحت ج   ى  D3وحدة لأنه   قل   ف  وأن  80(   1,3ٌتم تح ٌل   خ ٌ  ) .2

 وحدة  20وحدة و  ب قً  S1   80ونق ل  ن  D3 حتٌ   ت 
( أو   خ ٌ  1,1تم تصفٌ ه  ذ  ننتقل   ى   خ ٌ  ) D3(   ن 2,3  خ ٌ  ذ ت أقل   ف    ت  ٌ  هً خ ٌ  ) .3

وحدة حٌث ٌتم  20وهو  S1( ب  ب قً  ن 1,1( لأنه   تس وٌ ن ب    ف  و نف ض نح ل   خ ٌ  )2,2)

 وحدة  40وحدة و  ب قً  D1   20وتق ٌل  S1تصفٌ  
 
 
 
 

 

 

 

 

 

  

 وحدة  D2 40و  ب قً لأحتٌ   ت  S2وحدة ونصف   50( ونح  ه    2,2ننتقل   ى   خ ٌ  ) .4

وحدة  ٌض ً وبذ ك ٌتم  40(   3,2وحدة و ذ ك   خ ٌ  ) 40( ونح  ه    3,1ننتقل   ى   خ ٌ  ) .5

 تصفٌ    ف   حتٌ   ت     ز       

 ن  ل    دول   ت  ً وهو  دول   حل  .6

 

Cost Xij        TO From 

20*3=60 20 D1 S1 

80*1=80 80 D3 S1 

50*3=150 50 D2 S2 

40*6=240 40 D1 S3 

40*7=280 40 D2 S3 

 $      ف      ٌ   810

 

 

 
 

100 

 
50 

 
80 

 

 

D3 D2 D1  

 1  4  3 
S1 

80  20 

 2  3  5 
S2 

 50  

 6  7  6 
S3 

 40 40 

80 90 60  

0 

20 0 

0 

20 0 

Destinations  

Sources 

40 40 

0 0 

141 

151 

291 

241 

281 

11 
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  North West Corner Method  ٌمة     ن   ش   ً   غ  ً 

 خ        ل :
 ٌ م    زنة       ة      م   ن     زنة  .1
(  ي   خ ٌة     ل ة فً   ص   لا ل          لا ل  ٌ م      ٌل  فك 1,1ٌ م   لاً    ٌل   خ ٌة ) .2

   م          ٌة 
  ن  لٌ ة      b1  ن      a1     فٌ م    ٌل   خ ٌة   مa1   ٌصف  a1   ح   b1  ن a1  ثم نن مل   ى 

 (2,1(  ي   خ ٌة )1,1  خ ٌة    ً  مع       خ ٌة )

  ن  لٌ ة      b1  لل  ن a1     فٌ م    ٌل   خ ٌة   مb1   ٌصف  b1  ح   a1  ن b1  ثم نن مل   ى 

 (1,2(  ي   خ ٌة )1,1  خ ٌة    ج   ة   خ ٌة )

  ن  لٌ ة      b1  =a1   م    فٌ م    ٌل   خ ٌة b1   ٌصف  b1   ,a1 ( 2,2 نن مل   ى   خ ٌة) 
 ٌ م       ن    ٌل   خلاٌ   فك   م       لاه   ى أن ٌ م  لإٌف ء    فة        ه     ز     ب . .3
 

Ex: Solve the Following Transportation Problem by North West Corner Method . 

 

 

 

  
 
 

 

 

 
 
  
 

 
 

100 

 
50 

 
60 

 

 

D3 D2 D1  

 2  4  5 
S1 

   

 1  6  3 
S2 

   

 5  4  2 
S3 

   

100 

 

70 40  

Supply Sources 

Demand  
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   ل:
 

وننتقل   ى  40 ن  100وحدة ون    هذه   قٌ   وثم ن  ح  40( ب قد   1,1ٌتم تح ٌل   خ ٌ  ) .1

 ( 1,2  خ ٌ       و ة أي )
 
 

 

 

 

 

 

 

 

  60 ن  70وحدة ونصف  هذه   قٌ   ون  ح  60( ونح  ه    1,2ننتقل   ى   خ ٌ  ) .2

  50وحد ت  ن  ل  10وحد ت ون  ح  ل  10( ونح  ه    2,2ننتقل   ى   خ ٌ  ) .3

 100وحدة ون  ح هذه   قٌ    ن  ل  40( ونح  ه    2,3ننتقل   ى   خ ٌ       و ة أي ) .4

  a3  ,b3وحدة ونصف   ل  ن  60( ونح  ه    3,3ننتقل   ى   خ ٌ  ) .5

 ننظم  دول  .6

 

Cost Xij        TO From 

40*5=200 40 D1 S1 

60*4=240 60 D2 S1 

 
 

100 

 
50 

 
60 

 

 

D3 D2 D1  

 2  4  5 
S1 

 60 40 

 1  6  3 
S2 

40 10  

 5  4  2 
S3 

60   

100 70 40  

60 

60 

40 

0 

10 0 

0 

0 

0 0 
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10*6=60 10 D2 S2 

40*1=40 40 D3 S2 

60*5=300 60 D3 S3 

 $      ف      ٌ   840

 

 

 

 

Ex: Solve the Following Transportation Problem by North West Corner Method . 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

    ل:

 
 

100 

 
60 

 
40 

 

 
50 

 
30 

D4 D3 D2 D1  

 5  3  4  1 
S1 

    

 6  4  6  2 
S2 

    

 2  1  1  5 
S3 

    

 3  3  2  1 
S4 

    

 1  1  4  3 
S5 

    

100 100 40 40  

 
 

100 

 
60 

 
40 

 

 

D4 D3 D2 D1  

   3  4  1 
S1 

 20 40 40 

 6  4  6  2 
S2 

 60   

 2  1  1  5 
S3 

20 20   

 3  3  2  1 S4 

Destinations  

280 

60 

0 

0 

0 
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 Vogel Method ف جل   ٌمة

 خ        ل :
 ن  ح  صغ    ف ٌن فً  ل ص   فً  ل       ن  ب       ف ق   ل ص    ل       .1
(  ٌ م    ٌل   خ ٌة      لل   فة نمل  ع 1نخ         ف ق  ٌن  صغ        ٌ  فً   خ  ة ) .2

   ai  ,bj     ة لٌم 

50 
 

30 

50    

 1  1  4  3 
S5 

30    

100 100 40 40  

Cost Xij        TO From 

40*1=40 40 D1 S1 

40*4=160 40 D2 S1 

20*3=60 20 D3 S1 

60*4=240 60 D3 S2 

20*1=20 20 D3 S3 

20*2=40 20 D4 S3 

50*3=150 50 D4 S4 

30*1=30 30 D4 S5 

740   $Total Cost 

0 

20 0 0 

0 80 

20 

0 

80 

30 

0 
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 نش ب   ص               ي أص    لٌ ة     ي صف   .3
  ن      خ     أ لاه   ى أن ٌ م  لإٌف ء    فة    ٌ ج       ز     ب .4
  

Ex: Solve the Following Transportation Problem by Vogel Method . 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

    ل:
 ٌتم   ح أقل   فتٌن فً  ل صف وع ود  .1
 
 

 

 

 

 

وهو فً   ث   ن صف وع ود  ذ    2نخت     ب  ف ق و  ن حس  هذ    سؤ ل   ب  ف ق هو  .2

 نخت   أي  نه   و ٌ ن نخت     صف  لأول 
وحدة ون      صف  لأول  60( ونح  ه    1,3نح ل   خ ٌ  ذ ت أقل   ف  وهً   خ ٌ  ) .3

 20أي   ب قً  b3   60ونق ل 
 

 
 

60 

 
30 

 
70 

 

 

D3 D2 D1  

 1  3  5 
S1 

   

 2  4  6 
S2 

   

 1  2  3 
S3 

   

80 

 

40 40  

 

2 60 

 
2 30 

 
1 70 

 
 
 

 1  3  5 

   

 2  4  6 

   

 1  2  3 

   

80 40 40 

 

0  60 
 1   

60   

Destinations  

Supply 

Sources 

2 1 0 
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           2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

وحدة  40   3ونح ل   خ ٌ  ذ ت   ف    3ن ٌد   خ و ت   س بق  ونخت       ود  لأول لأن هو  لأ ب   .4

 ون        ود  لأول 

 

 

 

 

 ن ٌد   خ و ت   س بق  ونح ل   خلاٌ  ب  وحد ت      وب   .5

 
2 30 

 
1 70 

 
 
 

   

   

   

   

80 40 40 

 
 30 

 

30 70 

 
 
 

 2  4  6 

   

 1  2  3 

   

20 40 40 

 
 30 

 
 30 

 

 2  4 

20 10 

 1  2 

 30 

20 40 

 
 

60 

 
30 

 
70 

 

D3 D2 D1  

 1  3  5 
S1 

60   

 2  4  6 
S2 

20 10  

 1  2  3 
S3 

 30 40 

2 1 0 

2 

1 

3 2 1 

0 

20 

2 

1 

2 1 

0 
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 Vogel Method ف جل    م ٌ ٌة    ٌمة

Ex: Solve the Following Transportation Problem by Vogel Method . 

  ل     ة   نمل      ٌة     خ  م   ٌمة ف جل

 

 80 40 40  

Cost Xij        TO From 

60*1=60 60 D3 S1 

10*4=40 10 D2 S2 

20*2=40 20 D3 S2 

40*3=120 40 D1 S3 

30*2=60 30 D2 S3 

320   $Total Cost 

 
 

80 

 

D3 D2 D1  

 1  5  2 
S1 

   

 2  3  4 S2 

 Supply  ٌ      جهٌز 

  Destinations    ز     ب 
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    ل:

70 

 
50 

 

 

   

 5  4  2 
S3 

   

60 

 

80 60  

 
 

80 70 10 

D3 D2 D1  

 1  5  2 
S1 

60 10 10 

  
  
ص
  
 S

o
u

rc
e

s 
  Demand  ٌ       ب
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The Transportation Solution for OptimalityTesting  

 
0 70     

 
   050 

 

 

 2  3  4 
S2 

 70  

 5  4  2 
S3 

  50 

60 80 60  

   ف      ٌ    ف    وحدة Xij    ٌ            صد 

S1 D1 10 2 20$ 

S1 D2 10 5 50$ 

S1 D3 60 1 60$ 

S2 D2 70 3 210$ 

S3 D1 50 2 100$ 

 $440     ف      ٌ  

0 0 10 0 

1 4 1 

1 1 

1 

2 

1 

1 

1 2 

2 

1 1 

2 

  ج  ل ن  ئج   نمل 
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  لا ظة :
 83,  82,  81هذه     ٌق   وضح  فً   صفح                

Ex: Test for Optimality the Following Transportation Solution . 

 

 
 

 

 

 

    ل: 

  u3  ,u2  ,1uنأخذ   ف   خلاٌ     ح    فق  ون  ز   صفوف ب   تغٌ  ت  (1
  v3  ,v2  ,v1و لاع دة ب   تغٌ  ت 

  Cij = ui + uj ن خلال  ستخد م      د    u1  ,u2  ,3u  ,v1  ,v2  ,v3ن د قٌم    تغٌ  ت  (2

 = صف  u1نف ض  حد    تغٌ  ت = صف  و ٌ ن 

   ٌ  قٌم    تغٌ  ت  لأخ ى  وضح  فً    صفوف    ت 
9 4 3   
v3 v2 v1   

 4 3 u1 0 

5 0  u2 4- 

2   u3 7- 

  
 Cij – ui - vj  = Cij ن خلال      د     ت  ٌ   Cijن د قٌم    تغٌ  ت  (3

   خلاٌ    غٌ   ح     Cijوذ ك ب ستخد م   ف 

 3C1=  1 - 0 - 9=  -8س  ب           
                   3 - (4- )- 2  = C21  

                 3  =3 - 4  +2 = 
5  =3 - 7  +1  =3 - (7- )- 1  =C31  

9  =4 - 7  +6  =4 - (7- )- 6  =C32 
   تو د قٌم س  ب 
  غٌ  أ ثل  حل 

 

 

 
 
 

 

 

D3 D2 D1  

 1  4  3 
S1 

 50 50 

 5  0  2 
S2 

20 50  

 2  6  1 
S3 

80   

    

9 4 3  

1   0 

  2 4- 

 6 1 7- 
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    ع  فصل   

 Assignment   خصٌص 
 فً    ة     ح .1
 فً    ة     فة .2

 

 

 

 
 Assignment   خصٌص 

Destinations  
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 ٌ م    خ  م      لا   ب    ٌٌن     خصٌص   ل   ل    ل
 In Case of Costفً    ة     فة  (1

 خ        ل :
ٌجب أن    ن    صف فة     ة أي       صف   =      لا   ة   فً    ة   م        ة ٌجب  .1

أض فة ص            ب    ة    صف فة    فة خلاٌ        ص               ض   = صف   
 Dummy ٌ  ك   ى       ص            ب 

 ل   خ ٌة   ن  جة  ن  م  ع         ل فً    ة       ن  ن ن   ل لا ٌ  ن أن ٌخصص          ل , نج .2

 ∞ ع      ل   ف ه  = 
 ٌ م   ح  لل   فة فً  ل ص   ن  مٌة       فً   ص   .3
 ٌ م   ح  لل   فة فً  ل       ن  مٌة       فً         .4
 ٌ م ش ب  لا   ة    صف      ً     ي   ى  صف     لل        نة  ن   خ      فمٌة        ٌة  .5

 (6        ه   خ    =       صف   فٌ م    خصٌص      ه ن  ب   ى   خ  ة )      ن
      صف   فٌ م   ح ألل لٌ ة  ن   مٌم   غٌ   ش   ة  ن  مٌة   مٌم   غٌ   ≠فً    ة       خ     .6

  ش   ة   ض فة   ه   مٌ ة   ى   مٌم     ل ة فً  م  ع   خ    

Ex: Assign each job for each worker at minimum total Cost . 

 خصص   ل   ل    ل    لل   فة    نة

 

 

 

 

 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    ل:
 

J4 J3 J2 J1  

12 14 13 15 W1 

13 15 12 11 W2 

11 10 12 13 W3 

16 14 17 15 W4 

 Jobs     ل 

 Workors     ل 
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       صف    ≠      خ    =       صف              خ    
  
 

 

 

 

 

 Profitفً    ة     ح  (2

 خ        ل :
ٌ م ج ل    صف فة     ة      م   ن    ن    ن  إض فة ص            ب    ة    صف فة  ٌ   ن  .1

              ض       ي    ى لٌ ة فً    صف فة .   ح خلاٌ        ص 
 ن  م  ع      نج ز   ل   ٌن فٌ م ج ل   ح   خ ٌة   ن  جة  ع      ن  ن ن          ل لا ٌ   ٌ .2

      ل  ع     ل     ي صف  .
 ن  ح      لٌ ة   ج  ة فً    صف فة  ن  مٌة   مٌم فً    صف فة . .3
  3ن  ع خ         فة  ن   خ  ة  .4

Ex: Assign each job for each worker at maximize  total Profit . 

 خصص   ل    ل   ل     ى   ح 

 

 
 
 

 

 

 

  

    ل:
 

0  3  0  3  

2  5  0  0  

0  0  0  2  

1  0  1  0  

0  2  0  3  

2  1  0  0  

1  0  1  3  

2  0  2  1  

0  2  1  3  

2  4  1  0  

1  0  2  3  

2  0  3  1  

12  14  13  15  

13  15  12  11  

11 10  12  13  

16  14  17  15  

0     

   0  

  0   

 0    

Cost Job Workors 

12 J4 W1 

11 J1 W2 

12 J2 W3 

14 J3 W4 

     ف      ٌ         49           

J4 J3 J2 J1  

6  11 10 8  W1 

8  7  12 14 W2 

9  10 13 12 W3 

7  6  8  9  W4 

 Jobs     ل 

 Workors     ل 
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       خ    =       صف        

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3  0  1  3  

4  7  2  0  

2  3  0  1  

0  3  1  0  

5  0  1  3  

6  7  2  0  

4  3  0  1  

2  3  1  0  

8  3  4  6  

6  7  2  0  

5  4  1  2  

7  8  6  5  

6  11 10 8  

8  7   12 14  

9  10  13  12 

7  6  8  9  

 0    

   0  

  0   

0     

Profit  Job Workors 

11 J3 W1 

14 J1 W2 

13 J2 W3 

7 J4 W4 

    بح     ً         45           
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   فصل     ش 

 ش      لا   ل
 

 

 

 

 Networks Analysisش      لا   ل 
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ٌ       ش  ع   نه  ج   ة  ن   نش ة         ة  ن مٌ ً  ٌنه      ً ٌجب أن  نف  فً ز ن   ٌن  
ٌ     ن ل ل  هن  ً    ش  ٌع  ن ء   ى خ    هم      مة .    خ م ج   ة    ش  ٌع  ن ل ل    هن  ٌن 

    غٌ     ٌ  ٌة  ٌن   لا   ٌٌن  ض  ن  نج ز    ش  ع فً    ل          إٌج    ؤش     ن ه     لا
 ظه     .

     ل  نفٌ   خ ٌ     ش  ع    

   لاً :  نش ء ش  ة      ل    ش  ع

           ٌ   ٌل    ش  ٌع   ى أنش ة    ف    
      ع   نش ة   لا     
  م  خ ٌ ً    ش  ع   
   
  ل ٌ    ز نة   ل نش      ف   ٌة 

 ث نٌ ً :  خ ٌ     ش  ع

  أنش ة     جة  ٌ    
  إٌج              ج 
  ب   ف ئض  ن  ل  ل   ن أ ل     نش ة    

 ث  ث ً : ض      ش  ع 

  ل ة   ز نة   م  ن ه   ع خ ة    ش  ع   نظ ٌة    
     ٌة ل          ع     ع   خ ة    ز ع  نف      
 نمل  لإ   نٌ    ن نش        ل  ف ئض   ى     ج أن أ  ن 

 ن      ٌن    خ م فً  خ ٌ     ش  ٌع   ً  ن 
 Critical Path Method   (CPM)أ   ب            ج  .1
 Project evaluation and review technique  (PERT)أ   ب    ج ة   مٌٌم    ش  ٌع  .2

    ل  لا    ٌن  ز ٌ      خ صة    ن ٌجب أن ٌ م   م أنش ة    ش  ع   لاً 

   م ش  ة    ش  ع 

 ن أنش ة    ش  ع  م   ن      م ة      ٌة   م ة   نه ٌة .  ثل   نش     Activity  ل نش      ف   ٌة 

A  

 

 

  

 

  

 

  ٌ  أن :

2 
EETj 

LETj 

A EETi 

LETi 
1 
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EETi    ل             ٌة   نش    = 

LETi   ل       خ      ٌة   نش    = 

EETj    ل          نه ٌة   نش    = 

LETj    ل       خ   نه ٌة   نش    = 

 

 

 

      ة   ى نش      ك  زلا ٌج 

  

  

 

  

 

 

 لا ٌج ز  نش  ٌن      ث   ن ٌش      نف     ٌة  نف  نه ٌة    م ة  ثلاً 

 

  

 

  

 

        ب           م  ٌن     ٌة  م ة  نه ٌة  م ة     ة فإنه 

    Dummyٌ م    خ  م   نش ة      ٌة  ٌ  ز  ه  ب  

 

  

 

  

 

 

 
 

2 1 

2 1 

A 

B 

2 1 

A 

B 

3 
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   = 

  

 

  

 

 

 

 

Ex: Consider a Project with the follow information . 

                ٌة    ى    ش  ٌع .       ب   م   ش  ة 

 

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    م

 

  لانش ة      مة                    نش    
Activity                    Predessors  

A                                              

B                                              

C                                              

D                                     C      

E                                     A      

F                                     B     

G                                     B          

H                                    E,F    

I                                     G,D  

J                                     A,H,I   

2 1 

A 

B 
Dummy 

3 
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 Critical Path Method   (CPM)أ   ب            ج 

        لا   ٌب      خ  ة   خ ٌ     ش  ٌع  ٌ م      ة      لا   ب  ٌج           CPM    ب 

   لانش ة    ً  مع   ى            . Critical Path    ج 

 ٌ               ج   نه           ي  مع   ٌه  لانش ة    ً ٌجب أن  نف  فً ز نه           لا   خ  
 ز ن  نج ز    ش  ع .

    ب            ج ٌ  خ م لإٌج   :أن أ 
   ل        ٌة    نه ٌة   ل نش   .1

   ل  م ة EET  ,LETأي   ل   

EET  خ ص    ى  ً Earliest event Time 
LET  خ ص    ى  ً Latest event Time 

 
 : A ثلاً   نش   

 

  

 

  
 

 
  ٌ م      ب   ه  لا ل       ٌ ً 

1 

A 

2 

4 

3 

5 

8 

7 

6 

9 

C 

B 

E 

F 

D 

G 
I 

H 

J 

2 
EETj 

LETj 

A EETi 

LETi 
1 
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EETi = 0 

LETi = 0 

     EETi + dij    EETj = max  
 

LETi =  EETi 
 

     LETj - Dij    LETi = min  

 (LETi = EETiفٌه ) ٌج              ج               ي      ى  .2

(EETj = LETj)       

  لا ٌ ج  فٌه  ل  ف ئض 

   Project Completion Time ٌج      ل    لازم لإنج ز    ش  ع .3

    ٌل    ل     ل    م   .4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               ٌة    ى    ش  ٌع
Ex: Given the following information for a project . 

   ل  م ة فً   ش  ة

   ل  م ة

    م ة  لاخٌ ة فً    ش  ع

    م   لاخ ى
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1. Draw the Project Network     م ش  ة    ش  ع   
2. Find the Critical Path   ج             ج   
3. Find Project duration Time   ج  ف  ة  نج ز    ش  ع   
4. Analyze the Nodes Time    ل   ل      م   

 

 

  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     م

  ل   نج ز  ل نش      
Duration Time in days 

   نش           لانش ة      مة             
Activity                       Predessors           

A                                                                           3               

B                                                                           4               

C                                                                           6                

D                                     C                                   2                

E                                     A                                   4                    

F                                     B                                    5                

G                                     B                                   4                     

H                                    E,F                                 6                 

I                                     G,D                                 3                 

J                                    A,H,I                                2                      
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    F         H          J      Critical Path =  B           ج         

   Project duration Time = 17 days ل   نج ز    ش  ع 

FF TF        نش  ف  ة  نج ز     م     ٌة    م ة     نه ٌة    م ة   

1 

A 

2 

4 

3 

5 

8 

7 

6 

9 

C 

B 

E 

F 

D 

G 
I 

H 

J 

3 

3 

3 

15 

9 

9 

15 

15 

17 

17 2 

0 

0 4 

6 

6 

17 2 

8 

12 

3 

6 5 

2 

4 

4 

3 
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Analysis of Nodes Time   ٌل    ل      م            
 

   ً   ف  ة   ف ئضة     ٌة  TF ٌ  أن 

TF = LETj – LETi – Dij       

   ً   ف  ة   ف ئضة     ة  FF أن 

FF = EETj – EETi – Dij       

 

 Project evaluation and review technique  (PERT)أ   ب    ج ة   مٌٌم    ش  ٌع 

  نه ٌ خ  فً نظ   لا           لا    ف  ة  لاز ة لإنج ز  ل نش       CPM         ب  ٌخ    

 ف   ٌة  ن أنش ة    ش  ع  ٌ  ٌف  ض ثلاثة ف     ز نٌة لإنج ز  ل نش     ً :

1. Most likely Time  ز ن    ث    لع  ٌ  ز  ه ب  c 
2. Optimistic Time   ز ن    ف ؤ ً  ٌ  ز  ه ب  b 
3. Pessimistic Time  ز ن    ش ؤ ً  ٌ  ز  ه ب  a 

 PERTخ        خ  م أ   ب 

    ب         ز ن      لع   نفٌ   ل نش      ن   ب        ة  .1
          a = b + 4C 

       =d   

                6 

LETj EETj LETi EETi 
Nodes   نش   

Activity 
Activity 

1 2 5 3 1 1 2 - 1  3 A 

1 1 4 4 1 1 3 - 1  4 B 

1 6 11 6 1 1 4 - 1  6 C 

1 1 12 8 11 6 6 - 4  2 D 

2 2 9 9 3 3 5 - 2  4 E 

1 1 9 9 4 4 5 - 3  5 F 

1 4 12 8 4 4 6 - 3  4 G 

1 1 15 15 9 9 7 - 5  6 H 

4 1 15 15 12 8 7 - 6  3 I 

1 1 17 17 15 15 9 - 7  2 J 
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    ب      ٌن  ز ن  نفٌ   ل نش     ب        ة  .2
                  a - b 

2
       ((   =V      

                    6 

   م ش  ة    ش  ع .3
  ٌج              ج .4
  ٌج     ف  ة      ل ة لإنج ز    ش  ع .5
 S2 ٌج      ٌن            ج      ج  ع    ٌن  نش ة            ج  .6
  Z ٌج     مٌ ة     ٌ  ٌة  .7

          a = b + 4C 

 =  Z  

 S2 

     ث ل      ً ٌ ضح   ن

Ex: Use PERT to Find the Critical Path , expduration Time , Variance of the Critical 
Path and Value of Z if D = 15 Days  .  

 

Duration activity Time 

Pessimistic  optimistic  mos likely time  Predessors     activity  

5 3 4 - A 

3 2 4 - B 

6 3 5 - C 

3 1 2 a,b D 

7 4 5 b E 

7 5 6 c F 

5 3 4 d G 

4 2 3 e,f H 
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   ل :

 

V d Predessors     activity  

0.11 4 - a 

0.028 3.5 - b 

0.25 4.8 - c 

0.11 2 a,b d 

0.25 5.2 b e 

0.11 6 c f 

0.11 4 d g 

0.11 3 e,f h 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

 
      =  ج              C           f           h  

1 

a 

2 

4 

5 

6 

7 

C 

b 

d 

f 

h 

g 

4 

9.8 

6 

2 

0 

0 

4.8 

4.8 6 

3 

4 4 

13.8 

13.8 

7.8 

4.8 10.8 

10.8 

3.5 
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 ٌ م   13.8  ف  ة      ل ة لإنج ز    ش  ع = 
  S2     0.11 + 0.11 + 0.25 =   ٌن            ج

= 0.47                                                          
 D = 15  مٌ ة     ٌ  ٌة  ن  

          15 – 13.8 

  =  Z  

 0.47 

1.75               = 

 

  CPM    خ  م      ٌ        مة   ب   ٌمة  TF,FFٌ  ن  ٌج     لا ظة :

 
 

FF TF LEj EEj LEi EEi Dij Nodes activity 

O 0 8 8 0 0 8  a 

O 6 10 4 0 0 4  b 

1 0 15 10 10 4 5  c 

      10  d 

      2  e 

5 0 18 18 15 10 3  f 

 CRASH COST   خ  م     فة     جٌل  ز ن  نج ز    ش  ع  
   ش  ع    ن  زٌ  ة         لاز ة    خ م     فة     جٌل  ف  ة  نج ز    ش  ع أي  م ٌص ف  ة  نج ز 
    جٌل  نج ز ف   ٌ   / أنش ة    ش  ع     ث ل      ً ٌ ضح   ن .

Ex: Find the Minimum duration Completion Time at Minimum Cost for the 
fallowing Project .  

 Crash        Normal                  

Cost duration Cost duration Predessors activity 

211 6 100 8 - A 

351 2 151 4 - B 

91 1 51 5 b C 

411 5 111 11 a D 

211 1 111 2 a E 

111 1 81 3 c,e F 
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 خ    :
 ن  م ش  ة    ش  ع  نج             ج  ف  ة  نج ز    ش  ع    فة  لإنج ز   ب    ل   لا  ٌ  ي . .1
 نج     ٌل   ل نش   / ف   ٌة  ٌ  . .2

 
     فة   ب    ل   لا  ٌ  ي  -    فة   ب     جٌل                     

       ٌل  =    
    ل      جل  -   ل   لا  ٌ  ي                     

  

                CC - Cn 

      =  Slope ٌل      

               Dn - DC 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 
 
 

 
 ٌ م  18ز ن  نج ز    ش  ع = 

 a          d           ج  

 581    فة = 

 

 

 

   ل نش   غٌ    ج   FFنج   ل .3

Slope activity 

50 a 

100 b 

41 c 

60 d 

25 e 

10 f 

1 

a 

2 

5 

b 

d 

C 

f 

e 

8 

10 

4 

2 

0 

0 

4 
3 

5 

8 

18 

18 

8 

4 10 

10 
3 

15 

FF = 0 

FF = 0 

FF = 5 

FF = 1 
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FF = ESj – ESi – Dij  

 نخ      نش      ي ٌمع   ى            ج  أن  ٌ ه ألل       ن  .4
    نش  a  ٌمع   ى            ج 

 51 ٌل   نش      
    ن   ٌع  ن نم ل   ف  ة   نشa   ن فم   ٌ 

 ن ٌ     م     خ  ج           أ لاه  .5

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 
 
 
 
 

 a          d           ج  

 16  ف  ة   ز نٌة = 
  681=  581+  51*  2     فة = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 FF = 4أٌ م فم   ن    ى  6  ى  dٌ م  خفٌض  .6

 

1 

a 

2 

b 

d 

C 

f 

e 

6 

10 

2 

0 

0 

4 
3 

5 

6 

16 

16 

6 

4 9 

8 
3 

13 

FF = 0 

FF = 4 

FF = 0 

  ٌل        ٌ م 
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 a          d           ج  

b           C          f            
 ٌ م   12  ز ن = 
 241+  681=  61*  4+  681     فة = 

                                      = 921 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

a 

2 

b 

d 

C 

f 

e 

6 

6 

2 

0 

0 

4 
3 

5 

6 

12 

12 

6 

4 9 

4 
3 

9 

FF = 0 

FF = 0 

FF = 0 

4 

FF = 0 

FF = 1 

FF = 0 
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   فصل      ي  ش 

        ة  لا     ٌجٌة
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 Strategic Games Theoryنظ ٌة        ة  لا     ٌجٌة 

    لاً : 

 ي   نم ة    ً  Sadde Pointفً    ة  ج   نم ة   ز ن  maxmin( min max   خ  م     ب )  

      ل فٌه 

min max   =maxmin 

Ex: Find the Optimal Strategies and the value of Game . 

 أ ج   لا     ٌجٌ      ث ى  لٌ ة        ة

  Player B  لا ب 

 

 
 

 

 

  ً  لا     ٌجٌ      ث ى A2  ,B2  

    لٌ ة        ةV = 5   

    فإن  B خ   ة   ى   لا ب  A  ئ  ً   مٌم فً    صف فة   ثل   ح   ى   لا ب   لا ظة :

فإنه ٌ   ل  م ٌل خ    ه ,     ٌ م   ئ  ً  Bٌ   ل زٌ  ة أ    ه    ف ز       لا ب  A  لا ب 

, ...  A1  ,A2  ,A3  ج   ة  ن  لا     ٌجٌ    Aصٌ غة       ة   صف فة  ٌ  ٌ  ب   لا ب 

   خ م   ه  …,  B1  ,B2  ,B3ٌ  ب   ج   ة  خ ى  ن  لا     ٌجٌ     ثل  B   لا ب 

ٌ  ن  ن ن   ف ن      ث    ن ز ٌن    نظ ٌة فً صٌ غة    ش  ل  لال ص  ٌة        ٌة  ن   

  ٌ   ل  ل  نه     ف ز     م ٌل خ    ه .

 ث نٌ ً : 

فً    ة   م  ج   نم ة   ز ن .  ن ن   ة   ق   ل    ئل        ة  لا     ٌجٌة فً    ة   م  ج     
 نم ة   ز ن   ً 

  Analytical Method    ٌمة   ج ٌة      ٌ ٌة  .1
 Graphical Methodً   ٌمة     م    ٌ ن .2
 Linear Programming  ٌمة      جة   خ ٌة  .3

 

 

 

Min B4  B3   B2 B1  

-3 3- 9 2- 8 A1 
5 8 6 5 6 A2 

-9 5 9- 4 2- A3 

 8 9 5 8 max 

 Player A  لا ب 
   

min 

  

max 
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 Analytical Method    ٌمة      ٌ ٌة 

Ex: Solve the Following Strategic Game  Problem by Analytical Method  . 

  ل     ة        ة  لا     ٌجٌة     خ  م     ٌمة      ٌ ٌة

  Player B  لا ب 

 

 
 

 

 

   خ     :

 B      لا     ٌجٌ      ً ٌن ج  نه     ى خ   ة  ل  .1

  A    ن      لا     ٌجٌ      ً ٌن ج  نه    نى   ح  ل 

 ً    ً            مى  B1  ,B2    A3  ,A4, نلا ظ  ن  لا     ٌجٌ     2*2  ٌ    مى    صف فة 

    صف فة  

 

 

 

  X-1      ل  A2  لا     ٌجٌة  X      ل  A1ٌ  ب  لا     ٌجٌة  Aنف ض  ن   لا ب 

 6X + 4(1-X) = -X + 6(1-X) 

6X + 4 - 4X = -X + 6 – 6X 

6X – 4X + X + 6X = 6 – 4  

9X =2            X =   ⁄   

    لٌ ة        ة V = 6X + 4(1-X) 

= 6 *    ⁄  + 4(1 -   ⁄  ) =    ⁄ 

  A2  ,A1  ,B4  ,B3 لا     ٌجٌ      ث ى 

 

 B4  B3   B2 B1  

 1- 6 7 3 A1 
 6 4 5 2 A2 

 2 3 4 5 A3 

 4 -3 3 5 A4 

  B4   B3  

X -1 6 A1 
(1-X) 6 4 A2 

 Player A  لا ب 
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 m  *2 Graphical Method  ل        ة  لا     ٌجٌة    ٌمة     م    ٌ نً

Ex: Solve the Following Game  Problem by Graphical Method  . 

  ل     ة        ة  لا     ٌجٌة      ٌة     خ  م   ٌمة     م    ٌ نً 

  Player B  لا ب 

 

 

 

    ل :

 X-1      ل  A2  لا     ٌجٌة  X      ل  A1ٌ  خ م  لا     ٌجٌة  Aنف ض أن   لا ب 

 B      ٌجٌة   A    ئ   ل 

2X + 4(1-X) = - 2X + 4 B1 

2X + 3(1-X) = - X + 3 B2 

3X + 2(1-X) = X + 2 B3 

6X + 3(1-X) = 3X + 3 B4 

 

  X = 1 ثم  X = 0   ن       ٌض  ن  Aن  م     ئ   ل 

 

 
 
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  B4   B3 B2 B1  

X 6 3 2 2 A1 
(1-X) 3 2 3 4 A2 

 Player A  لا ب 
   

6 

5 

4 

3 

2 

1 

V 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

V 

X X 

1 0 

maxmin 



1

2 

3 

4 
1

2 

3 

4 
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    نم ة  ً  م  ع           ,    maxmin   م  ع    فل ٌ ثل 

 - X + 3 = X + 2 
 3 – 2 = X + X           X =    ⁄  

 1 = 2X 
   لٌ ة        ةV = X + 2 

=   ⁄  + 2 =     ⁄   

  A2  ,A1  ,B3  ,B2 لا     ٌجٌ      ث ى 

 n Graphical Method*  2  ل        ة  لا     ٌجٌة    ٌمة     م    ٌ نً

Ex: Solve the Following Strategic Game  Problem by Graphical Method  . 

  ل     ة        ة  لا     ٌجٌة     خ  م   ٌمة     م    ٌ نً

  Player B  لا ب 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 B2 B1  

 8 5 A1 
 5 6 A2 

 7 5 A3 

 (1-y) y  

3 2 

 Player A  لا ب 
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    ل :

  Y-1      ل  Y , B2      ل  B1ٌ  خ م  لا     ٌجٌة  Bنف ض أن   لا ب 

 A      ٌجٌة  Bلٌ ة   خ   ة  ل 

5Y + 8(1-Y) = 8 + 3Y A1 

6Y + 5(1-Y) = 5 + Y A2 

5Y + 7(1-Y) = 7 - 2Y A3 

 

 

 

 
 
  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    نم ة           ,    minmax   م  ع  لا  ى ٌ ثل 

 8 – 3y = 5 + y 
 8 – 5 = y + 3y             
     3    = 4y            y =    ⁄  

   لٌ ة        ةV = 5 + y 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

V V 

Y Y 
1 0 

maxmin 



2 

3 

1

2 1 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 
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= 5 +   ⁄                   

  =    ⁄                         

  A2  ,A1  ,B2  ,B1 لا     ٌجٌ      ث ى 
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   فصل   ث نً  ش 

 صف    لان ظ  
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 Queuing Theoryنظ ٌة صف    لان ظ   

   خ م نظ ٌة صف    لان ظ   فً    ش  ل    ً ٌ ج  فٌه   ن ظ     ه ه   نظ ٌة أ  ٌة   ٌ ة فً خفض  
       ٌ    ن  جة  ن  لان ظ     ن  ج  ن    ٌ    لإن  ج     شغٌل   ث ل   ى    خ  م   ه   نظ ٌة :

    فن فً      نئ . خ ٌ   ف ٌغ  ش ن    ض ئع  ن  .1
 ج   ة        غ   ة     ئ    . .2
 ج   ة     ل   صٌ نة . .3
 ج   ة    ٌ    خ ل  خ  ج     ضى  ن      شفٌ   . .4
  ص ٌم      لا           ه          زٌة . .5
  نظٌم    ٌ        ق فً      ق      زٌة . .6

صف    لان ظ       ً  خ      ضه   ن   ن ن     ٌ   ن   ن   ج    ٌ ضٌة    ً    خ م   ل    ئل 
    ض  ن خلال     زٌ     لا     ٌة    ص ل    خ  ة              خ  ة فً   نظ م .   ل ن   ج    

 ( f/e/d( : )c/b/a ن   ن   ج   خ    ب             ٌة :   ) هٌ ٌز
a  زٌع  لا     ً      زٌع :    ز   ى     زٌع  لا     ً         ص ل   ى   نظ م فإ     ن     

(  إ     ن        ص ل G(  إ     ن   زٌع   م فٌ  ز  ه ب)Mفٌ  ز  ه ب)  .Poisson dist     ن  

 ( .D ه    ل ث    فٌ  ز  ه ب)
b   ً ز   ى     زٌع  لا     ً  ز ن   خ  ة فإ     ن     زٌع  لا     ً      زٌع أ  ٌ :Exponential 

dist.   فٌ  ز(ه بM إ     ن   زٌع   م  )General (فٌ  ز  ه بG إ     ن    ل ث    فٌ  ز  ه  )

 ( .Dب)
C ز   ى             خ  ة  ٌ :Servers   (إ   1فإ     ن             خ  ة     ة فٌ  ز  ه  ب  )

 (               .C  ث   ن      ٌ  ز  ه  ب)

d (ز   ى      ٌة فً   خ  ة فإ     ن  ن ٌصل   لاً ٌخ م   لاً  ٌ  ز  ه ب  ٌ :GD إ     ن  ن ن  )

 ( .Priorityأ   ٌة ٌ  ز  ه ب)

e ( ز   ى          ي ٌ   ٌع   نظ م     هم فً ص   لان ظ   فإ     ن غٌ       ٌ  ز  ه ب  ٌ :∞ )
 ( .N     ه ٌ  ز  ه ب)

f     (  إ     ن ∞ص   أي  ص     م   ٌن   ى   نظ م فإ     ن غٌ       ٌ  ز  ه ب): ٌ  ز   ى  جم

 ( .N     فٌ  ز  ه ب)

 GD/m/m : 1/∞/∞ لان ظ    ن   ج ص  .1

ٌ  ع     زٌع  لا     ً  One Serverٌ   ي   ى    ة خ  ة     ة  System ٌ نً   ن  ن   نظ م   

 أن ز ن   خ  ة ٌ  ع   زٌع أ ً  Poisson dist.         ص ل   ى   نظ م     زٌع        نً

Exponential dist .   أن   نظ م ٌ   ل     غٌ        ن  لاشخ ص            فً ص   لان ظ  

 ن  خ م  ص  ح   ى  لاشخ ص         ص ل   ى   نظ م  لا ظة : 

      ز      خ  ة فً       ن   ج :

  a : Number of Customers arrive  ص ٌن   ى   نظ م         

  s : Service Vate Per Unit of Time  ل   خ  ة فً    ة   ز ن    
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  u : Utilization factor or probability that the System is buzy  ل  لان ف ع         ل  ن    
   نظ م  شغ ل

    P0 : Probability that the System is empty   غ     ل   نظ م ف  

  Pn : Probability that n Customers in the System n ن  لاشخ ص فً   نظ م            ل  ج    

  Ls : Expected Number of Customers in the System  لع  ن  لاشخ ص فً   نظ م            

  Lq : Expected Number of Customers in the Queue  ًص             لع  ن  لاشخ ص ف

  لان ظ  

Ws : Expected Time in the System    ل       لع فً ص   لان ظ    

Wq : Expected Time in the queue     ل       لع فً ص   لان ظ    

  

   م  نٌن      خ  ة 
1.   u =    ⁄  ≤ 1 

2.  P0 = 1 - u  

3. Pn = P0 un 

4. Ls =      ⁄  

5. Lq =      ⁄  

6. Ws = Ls / A   

7. Wq = Lq / A 

Ex: Consider a queuing System has one Server and can have unlimited number of 

Customer in the System . 

Arrival rate = 8 Customers / hour 

Service rate = 16 Customers / hour 

Find : 

1. Probability that the System is busy  

2. Probability that the System is empty 

3. Probability that 3 Customer in the System 

4. Expected Number of Customer in the System 

5. Expected Number of Customer in the Queue 

6. Expected Time in the System 
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7. Expected Waiting Time  

    ل :

a = 8 Customers / hour 
s = 16 Customers / hour 
   u =    ⁄  =      ⁄  = 0.5 

1. u = 0.5 

2. P0 = 1 – u  

     = 1 –  0.5 = 0.5 

3. P3 = P0 * un  

    = P0 * u3  = 0.5 * 0.53 = 0.0625 

4. L3 = u /1-u  

    = 0.5/1 – 0.5  = 0.5/0.5 = 1 Customer 

5. Lq = u2/1-u 

     = (0.5)2 /1-0.5   = 0.25/0.5 = 0.5 Customer 

6. Ws = Ls /A  

      = 1/8 hours 

7. Wq = Lq /A 

       = 0.5/8 = 1/16 hours  

 N/1 : GD/m/m/∞ لان ظ    ن   ج ص  .2

ٌ   ي   ى    ة خ  ة     ة ,        ص ل ٌ  ع     زٌع        ن  System ٌ نً   ن  ن   نظ م    

  ن  لاشخ ص . N    ن فإن ز ن   خ  ة ٌ  ع   زٌع  لا ً   ن   نظ م ٌ   ل 

      ز      خ  ة

  a : Number of Customers arrive  

  s : Service Vate  

  u : Utilization factor  

  N : Number of Customers that the System can have   

    P0 : Probability that the System is empty  

  PN : Probability that the System is busy    

  Pn : Probability that n Customers in the System  

 Ls : Expected Number of Customers in the System  
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 Lq : Expected Number of Customers in the Queue  

 ℷeff : effective arrival  ً  ل    ص ل   ف    

Ws : Expected Time in the System   

Wq : Expected waiting Time  

 

   م  نٌن
1.   u =    ⁄   

2.  P0 = (1 - u/1 - uN +1)  

3. Pn = P0 * un 

4. PN = P0 * uN 

5. ℷeff = a ( 1-PN ) 

6. Ls = u ( 1-(N+1) uN +NuN+1) / (1-u) (1-uN+1) 

7. Lq = Ls - ℷeff/S 

8. Ws = Ls / ℷeff  

9. Wq =  Lq / ℷeff 

Ex: Consider  m / m /1 : GD/4/∞ Queuing System , arrival rate is 8 Customers / 

hour and Service rate is 16 Customers / hour . 

Find : 

1. Probability that the System is empty  

2. Probability that 3 Customer in the System 

3. Probability that that the System is busy 

4. effective arrival rate 

5. Expected Number of Customer in the System 

6. Expected Number of Customer in the Queue 

7. Expected Time in the System 

8. Expected Waiting Time  

 

    ل :

a = 8 Customers / hour      , N = 4 
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s = 16 Customers / hour 
   u =       ⁄  = 0.5 

1. P0 = (1 - u/1 - uN +1) 

     = 1 –  0.5 /1 – 0.54 +1  = 0.5 /1-0.55  = 0.51 

2. P3 = P0 * u3  

      = 0.51 * 0.53 = 0.063 

3. PN = Po * un 

       = 0.51 * 0.54 = 0.03 

4. ℷeff = a ( 1-PN ) 

          = 8 (1-0.03) = 8 * 0.97 = 7.9 

5. LS = u(1-(N+1)uN+Nun+1) /(1-u)(1-uN+1) 

      = 0.5(1-(4+1)0.54+4*0.54+1)/(1-0.5)(1-0.54+1)  

      = 0.5(1-5*0.54+4*0.55)/0.5*(1-0.55)  

    = 1.2 

6. Lq = Ls - ℷeff/S 

     = 1.2 – 7.9/16 = 0.72 

7. Ws = Ls /ℷeff  

      = 1.2/7.9  = 1.3 

8. Wq = Lq /ℷeff 

       = 1.2/7.9 = 0.6  

 

 

 

 c : GD/m/m/∞/∞ لان ظ    ن   ج ص  .3

 ن  لاشخ ص . ∞  ن         خ  ة  ٌ   ل   نظ م  cفً       ن   ج فإن ص   لان ظ   ٌ   ي   ى    

 فً  ٌن    ل    ص ل ٌ  ع     زٌع      ن  ز ن   خ  ة ٌ  ع     زٌع    ً .

      ز      خ  ة

 Number of Servers  ثل             خ  ة  c   خ م نف       ز فً   ن   ج      مة  أن 

   م  نٌن

a = arrival rate 

s = Serrvice rate 
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1. u =    ⁄   

2.  P0 =  ∑     
   un/n! + uc / c!(1-u/c)  -1   Probability the System is empty 

3. Probability that the System is busy = 1 - P0   

4. Pn = Probability that n Customers in the System 

Pn = (un/cn-c * c!) * P0   

5. Ls = Expected Number of Customers in the System 

    = Lq + u 

6. Lq = Expected Number of Custom ers in the Queue 

     = (uc+1 /(c-1)! (c-u)2) * P0 

7. Ws = Expected Time in the System 

      = Ls / a 

8. Wq = Expected waiting Time  

      = Lq / a 

Ex: Consider  m / m /3 : GD/∞/∞ Queuing System , arrival rate is 8 Customers / 

hour and Service rate is 16 Customers / hour . 

Find : 

1. Probability that the System is empty  

2. Probability that 3 Customer in the System 

3. Expected Customer in the Queue 

4. Expected Customer in the System 

5. Expected Time in the System 

    ل :

a = 8 Customers / hour      , c = 3 
s = 16 Customers / hour 
 u =       ⁄  = 0.5 

1. P0 =  ∑     
   un/n! + uc / c!(1-u/c)  -1    

     =  ∑     
   0.5n/n! + 0.53 / 3!(1-0.5/3)  -1    
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     =  0.50/0! + 0.51/1! + 0.52/2! + 0.53 / 3!(1-0.5/3)  -1    

     = 1 + 0.5 + 0.125 +0.024 -1  =  1.65 -1 =0.6     

2. P3 = (un/cn-c * c!) * P0   

      = (0.53/33-3 * 3!) * 0.6  = 0.0125   

3. Lq = (uc+1 /(c-1)! (c-u)2) * P0 

     = (0.53+1 /(3-1)! (3-0.5)2) * 0.6  = 0.003 

4. Ls = Lq + u  = 0.003 + 0.5 =0.503 

5. WS = Ls / a = 0.503 /8  = 0.06 

 N/c : GD/m/m/∞ لان ظ    ن   ج ص  .4

   ن  لاشخ ص فً   نظ م . N      ن   ج ٌش ه   ن   ج   ث    ألا أن   نظ م ٌ   ل   

    م  نٌن
1.  P0 =  ∑     

   un/n! + uc(1-(u/c)N-C+1) / c!(1-u/c)  -1   

2. Pn =    un/n! * P0    . . . if 0 ≤ n ≤ c 
           un/c!(cn-c) * P0   . . . if 0 ≤ n ≤ N 

3. ℷeff = a ( 1-PN ) 

4. Ls = Lq + ℷeff /s 

5. Lq = P0 * uc+1 /(c-1)! (c-u)2   1-(4/c)N-C – (N-c)(4/c)N-C (1-4/c)  
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    خ  م صف    لان ظ   فً  ل   ض    ش  ل  لإ   ٌة 
  Min. Total Costن   ج ألل   فة   ٌة    ل ة  .1

   ب       ن   ج فإنه ٌ م  خ ٌ     نظ م    ي ٌ مك ألل   فة    
 a . Total Cost = Service Cost + Waiting Cost  
                          = c1 * s + c2 * LS 

(  صف    لان ظ   3( , ن   ج )1 ٌن  ك       م ن ن   ى ن   ج )  

 b . Total Cost = Service Cost + Waiting Cost + Losses 
                             = c1 * s + c2 * LS + c3 * a * PN 

(  صف    لان ظ   4( , ن   ج )2 ٌن  ك       م ن ن   ى ن   ج )  

  ٌ  أن :     
          c1   :Service Cost        شخص   
c2  :Waiting Cost        شخص   

c3  :Losses  فة   خ   ة    

 
     ٌك   ٌن   م ن نٌن ٌ م   لاً     ة    ش  ة   ن ثم    ٌ    ن   ج  ن ن   ج صف    لان ظ      ي 

 ٌ  ك   ى  ل نظ م   ن ثم  خ ٌ     م ن ن .
Ex: Two repairmen are being consiering for attending machines . The First 

repairman will be paid $3.00 and he can repair 5 machines per hour . The Second 

repairman will be paid $5.00 and he can repair 8 machines per hour . machines 

breakdown at rate = 4 per hour . if the Waiting Cost per machine per hour is $8 

Find which repairman should be hired . 

    ل :    

First repairman 

a = 4 , s = 5 , c1 = 3 , c2 = 8 
  ٌن  ك   ٌه   ن   ج    ل  صف    لان ظ  
Total Cost = c1 * s + c2 * LS  
                   = u/1-u , u = a/s = 4/5             
                   = 4/5 / 1-4/5 = 4/5 / 1/5 = 4 
 Total Cost for the first repairman = 3 * 5 + 8 * 4 

                                                              = 15 + 32 
                                                              = $47 

Second repairman 

a = 4 , s = 8 , c1 = 5 , c2 = 8 
  ٌن  ك   ٌه   ن   ج  لا ل  صف    لان ظ   
Total Cost = c1 * s + c2 * LS 

                                                                            LS = u/1-u  , u = 4/8 = 0.5 
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                       = 0.5/1-0.5 = 1 
Total Cost = 5 * 8 + 8 * 1 
                    = 40 + 8 
                    = $48 

  م      ل   ع  ل ٌrepairman  ل  نه ٌ مك  لل   فة    
 

Ex: if The First repairman cannot repair more than 3 machines , Find which 

repairman should be hired . 

Ex: A company would like to buy a System Tow system are available with the 

following specifications . 

System 1  

Service rate = 4 per hour  
Service Cost = $50 
                       = 5 
Number of Servers = 2 

System 2 

Service rate = 8 per hour  
Service Cost = $100 
Number of Servers = 3 

Jobs arrive at rate of 10 per hour and Waiting Cost is $100 . 
Find which System to be bought by this Company . 

 Optimal number of Srvers ٌج               خ  ة    ث ى  .2

 فً   ض    ش  ل ٌ   ب  ٌج               خ  ة    ث ى    ن     خ  م   م ن ن      ً 

Total Cost = c1 * c + c2 * LS                                   

  ٌ  أن :    
          c   خ  ة             : 

          c1  فة   خ  ة   : 

c2   فة  لان ظ   : 

LS فً  لان ظ   :            لع 

Ex: A company would like to hire a number of machines to perform jobs which 

arrive at rate of 8 jobs / hour . The waiting Cost is $25 . Each machine can 

perform 10 machines at Cost of $300 .  

   ل        ؤ ل ن  ع   خ          ٌة 

  1نف ض             خ  ة =  .1

             Total Cost = c1 * c + c2 * LSن  ك   م ن ن   

    ٌ LS = u/1-u 
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 GD :m /m/1 ∞/∞/  نه نظ م 
  نج      فة     ٌة 

       3 ثم  2نف ض             خ  ة =  .2

 GD :m /m/c ∞/∞/ ٌ  ن  ك نف    م ن ن   لاه    ن     خ  م ل  نٌن 
 نج              خ  ة    ً    ً ألل   فة   ً          ثل       ب  .3

 Optimum Service rate ٌج      ل   خ  ة    ث ى  .3

    ن     خ  م   م ن ن      ً  sفً   ض    ش  ل ٌ   ب  ٌج      ل   خ  ة    ث ى 

s = a c2*a/c1 

 

                                                              

 

 

 


