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الفصل الاول / المجموعات الریاضیة  
اولاً / مفھوم المجموعة  

یـعد مـفھوم المجـموعـة ھـو أحـد الـمفاھـیم الأسـاسـیة فـي الـریـاضـیات. إذ یشـیر ذلـك الـى تجـمع الـعناصـر الـمتمیزة، إذ 
یمكن أن تكون ھذه العناصر أعدادًا، حروفاً، أو أي نوع آخر من الكیانات. 

وعـادةً مـا یـتم تـمثیل المجـموعـات بـاسـتخدام الأقـواس الـمعقوفـة. عـلى سـبیل الـمثال، المجـموعـة {3 ,2 ,1} تـحتوي 
عـلى الـعناصـر 1، 2، و3. إذ كـل عـنصر فـي المجـموعـة یـعتبر فـریـدًا، مـما یـعني أنـھ لا یـمكن أن یـتكرر فـي نـفس 
المجـموعـة. یـمكن أن تـكون المجـموعـات محـدودة (مـثل {3 ,2 ,1}) أو غـیر محـدودة (مـثل مجـموعـة الأعـداد 
الـطبیعیة).إذ یـمكن إجـراء عـملیات مـتعددة مـثل الاتـحاد، الـتقاطـع، والـفرق بـین المجـموعـات ...الـخ ، وسـیتم شـرح 

ذلك بشكل مفصل . 
یـساعـد فـھم المجـموعـات فـي تـطویـر مـھارات الـتفكیر الـمنطقي والتحـلیلي، ویـعد أسـاسًـا لـلعدیـد مـن فـروع الـریـاضـیات 

مثل نظریة المجموعات، الجبر، والھندسة. 

خصائص المجموعات 
1.التفرد :   

- لا یمكن أن تحتوي المجموعة على نفس العنصر أكثر من مرة. 
 .A ={1, 2, 3} فإنھا تعُتبر ،A ={1, 2, 2, 3} إذا كان لدیك مجموعة -

2. عدم الترتیب 
- ترتیب العناصر في المجموعة لا یھم. 

 .A ={1, 2, 3} ھي نفسھا المجموعة A ={3, 1, 2} المجموعة -

3. حجم المجموعة (عددھا)  
- عـدد الـعناصـر فـي المجـموعـة یـُسمى "حجـم" أو "عـدد" المجـموعـة، ویـمكن أن یـكون عـدد الـعناصـر عـددیـًا محـددًا 

أو لانھائیاً. 
- إذا كانت A ={1, 2, 3})، فإن حجم( A) ھو 3. 

وبناءً على ماسبق ، یمكن أن نعرف المجموعة على أنھا :- 
تجمع من الاشیاء المحددة تحدیداً تاماً ، وتسمى ھذه الاشیاء بعناصر المجموعة .  

A={ عناصر المجموعة } 

وكذلك یمكن التعبیر عن المجموعة بطرق مختلفة تبعاً لاختلاف دلائلھا من خلال :- 

1/ التعبیر عن المجموعة بالاحرف المختلفة  
یمكن التعبیر عن المجموعة بالاحرف الانكلیزیة الكبیرة او الصغیرة  

A= { -,-,-,-,- }   ,  a ={-,-,-,-,- } , B= { -,-,-,-,- }  or  b = {-,-,-,-,- } , ...... 

  ٣
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2/ التعبیر عن المجموعة من خلال طبیعة عناصرھا  
یـمكن الـتعبیر عـن المجـموعـة بـطریـقة الـوصـف الـلغوي وذلـك حسـب نـوع و طـبیعة الـعناصـر الـموجـودة داخـلھا 

وكلآتي :- 
   (N)      مجموعة الاعداد الطبیعیة

ھي المجموعة التي تكون فیھا الاعداد الموجبة فقط  والتي تبدأ من الصفر مثلاً -

 N = { ‎0 ,1 ,2 ,3 , ....}  

  (Z)    مجموعة الاعداد الصحیحة
ھي المجموعة التي تكون فیھا الاعداد سالبة والموجبة جمیعھا مثلاً -

 Z = {...., -‎2 , -1, 0 ,1 , 2 , ....}

 (Q)       مجموعة الاعداد النسبیة
ھـي المجـموعـة الـتي تـكون عـلى شـكل بسـط ومـقام ( كسـر)  سـواء كـانـت ھـذه المجـموعـة سـالـبة او مـوجـبة شـرط -

أن یكون المقام لایساوي صفر مثلاً  
 Q ={ -‎1/2 , 5/3,......}

  (R)      مجموعة الاعداد الحقیقیة
ھي المجموعة التي تكون فیھا جمیع الاعداد الصحیحة والنسبیة مثلاً  -

R= {..... , -3, -1, 2/4 , 0 ,1 , 2 ,.....} 

 (C)      مجموعة الاعداد العقدیة
-ھي المجموعة التي یعُبر عنھا بالزوج المرتب (X,Y) إذ أن X,Y اعداد حقیقیة مثلاً  

C=( 3 , - ‎6 ) 

المجموعة  الخالیة              (∅)   
ھي المجموعة التي لا تحتوي على أي عنصر داخلھا -

Y= { ∅ } or  Y={  } 

مجموعة الاعداد المركبة 
ھي المجموعة التي تتضمن جمیع الأرقام والتي یمكن تمثیلھا بالشكل التالي 

  
إذ أن : 

- ( a) ھو الجزء الحقیقي ویمثل عددًا حقیقیاً. 
- ( b) ھو الجزء التخیلي ویمثل أیضًا عددًا حقیقیاً. 

  

z = [a ± bi]

z = (2 + 4i), z = (2 − 4i)

  ٤
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- ( i )ھو الوحدة التخیلیة، وتساوي (  1- =    ،  ). 

اوبالشكل القطبي : 

  

المجموعة الجزئیة  
- ھـي عـباره عـن عـلاقـة بـین مجـموعـتین فـمثلاً إذا كـان لـدیـنا مجـموعـتان ( A) و ( B ) ، نـقول إن ( A) ھـي 

 .(B) موجودة أیضًا في المجموعة (A) إذا كانت كل العناصر في المجموعة ،(B )مجموعة جزئیة من

  

المجموعة المنتھیة  
ھي المجموعة التي تكون فیھا الاعداد محدده مثلاً  -

 Y= {1, -‎1, 0 , 2 , 1/2}

المجموعة غیر المنتھیة  
ھي المجموعة من الاعداد غیر المحدده  مثلاً -

 Y= {1, -1, 0 , 2 , 1/2 , ......}
  

مجموعة الاعداد غیر النسبیة  
وھي مجموعة الاعداد التي لایمكن كتابتھا على شكل بسط ومقام (كسر) مثلاً  

  

ii
1
2 = − 1

z = (cosθ + isinθ )

A ⊆ B

5, 6, 4, Π

  ٥
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ثانیاً / المجموعات و العملیات الریاضیة 
1/ المجموعات الجزئیة  

كـما ذكـرنـا سـابـقاً ان  المجـموعـة الجـزئـیة عـباره عـن الـعلاقـة بـین مجـموعـتین فـمثلاً إذا كـان لـدیـنا مجـموعـتان ( A) و 
( B ) ، نـقول إن ( A) ھـي مجـموعـة جـزئـیة مـن( B) ، إذا كـانـت كـل الـعناصـر فـي المجـموعـة (A) مـوجـودة أیـضًا 

في المجموعة (B ) وبالعكس ، ویمكن التعبیر عنھا بشكل ریاضي . 

  

مثال 1/  
إذ كانت 

 A= {1,2,4,8,6}  , B={1,5,2}  

ھل المجموعة B جزئیة من المجموعة A؟  وضح ذلك بذكر السبب 

الحل // 
  

 A ھي جزء من المجموعة B السبب :- كل عناصر  المجموعة

مثال2/  
إذ كانت 

 A= {1,2,4,8,6}  , B={1,5,2,7}  

ھل المجموعة B جزئیة من المجموعة A؟  وضح ذلك بذكر السبب 

الحل :- 
  

السبب :-  
  

الخلاصة :-  
فـي حـال عـدم وجـود عـنصر واحـد مـن عـناصـر المجـموعـة A ضـمن عـناصـر المجـموعـة  B او الـعكس فـان الـتعبیر 

الریاضي لھذه المجموعة  یكون 
  

or 

   

A ⊆ B

B ⊆ A

B ⊈ A

7 ⊈ A

A ⊈ B

B ⊈ A

  ٦
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2/ المجموعات المتساویة  
المثال3 

نفترض أن لدینا مجموعتین: 

 A = {2, 4, 6, 8} 
 B ={8, 6, 4, 2}

السؤال //  
ھل المجموعتان ( A) و( B) متساویتان؟ 

الحل // 
لتحدید ما إذا كانت المجموعتان متساویتان، یجب أن تتضمن كل مجموعة نفس العناصر.  

 .(B )موجودة أیضًا في المجموعة  (A )نلاحظ  كل العناصر في المجموعة
 .(A )موجودة أیضًا في المجموعة (B )والعكس صحیح، كل العناصر في المجموعة -

بما أن كلا المجموعتین تحتویان على نفس العناصر، فإن: 

 [A = B ]

المجموعتان( A) و( B) متساویتان. 

الخلاصة  :-  
كل المجموعات المتساویھ ھي مجموعات جزئیة الا أن المجموعة الجزئیة لا تكون متساویھ احیاناً  . 

[A = B]  
  فأن

￼  

مثال 4 
إذا كانت 

 A ={ X : X = n + 1, n = 2, 3, 5} 
 B ={3, 4,7}

ھل المجموعتان ( A) و( B  ) متساویتان ؟ 

الحل// 
نحسب العناصر كالتالي: 

  (n = 2 )إذا كان -   
 (X = 2 + 1 = 3 )

 (n = 3 )إذا كان -   
 (X = 3 + 1 = 4 )

 (n = 5 )إذا كان -   

A ⊆ B

  ٧
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 (X = 5 + 1 = 6 )
لذا، یمكننا كتابة المجموعة  A كالتالي: 

 A ={3, 4, 6}    

   B  المجموعة
 B ={3, 4,7}   

بما أن عنصر واحد من عناصر المجموعة  B (7)  غیر موجودة  في المجموعة A، فإن: 

 [B ≠ A ]

نشــاط 1 // 
دعنا نفترض أننا نرید دراسة مجموعة من الطلاب في فصل دراسي بناءً على المواد التي یدرسونھا. 

- المجموعة  (A) : مجموعة الطلاب الذین یدرسون الریاضیات. 
- المجموعة ( B): مجموعة الطلاب الذین یدرسون العلوم. 

 - المجموعة A ={سعید، لیلى، أحمد، زینب} 
 - المجموعة B ={أحمد، فاطمة، سارة، زینب} 

السؤال // 
  (B )و (A )ھل المجموعتان

1- جزئیتان ؟ 
2- متساویتان ؟ 

وضح ذلك ریاضیاً مع ذكر السبب . 

نشاط 2// 
إذا كانت 

 A ={ X : X = ￼  + 4 , n =3,4,5} 
 B ={ 12,13 ,20 }

 (  B )و (A ) ھل المجموعتان
جزئیة ؟ 

متساویة ؟ 

3 / المجموعات المتحدة  
تشـیر المجـموعـات المتحـدة الـى مـفھوم ریـاضـي یـتعلق بـدمـج مجـموعـتین أو أكـثر لـتشكیل مجـموعـة جـدیـدة تـحتوي 

على جمیع العناصر من المجموعات الأصلیة دون تكرار . 
یرُمز إلى الاتحاد بالرمز   -

n2

∪

  ٨
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مثال5 // 
إذا كانت: 

  A = {1, 2, 3}
 B ={3, 4, 5 }

فإن: 
    = C = {1, 2, 3, 4, 5}

4/ المجموعات المتقاطعة 
تشـیر المجـموعـة الـمتقاطـعة الـى  مـفھوم ریـاضـي یـتعلق بـالـعناصـر المشـتركـة بـین مجـموعـتین. إذا كـانـت لـدیـنا 

مجموعتان، فإن **التقاطع** بینھما ھو مجموعة تحتوي على العناصر التي توجد في كلا المجموعتین. 
یرُمز لھ بالرمز   -

مثال 6// 
إذا كانت: 

 A ={1, 2, 3, 4}
 B ={3, 4, 5, 6}

فإن: 
 A ￼  B ={3, 4}

الخلاصة :- 

المجـموعـة الـمتقاطـعة تـعكس الـعناصـر الـتي تـتشاركـھا المجـموعـتان، مـما یـساعـد فـي تحـدیـد الـعناصـر المشـتركـة 
بینھما. 

اما المجموعة المتحدة  تعكس جمیع العناصر الموجودة في المجموعتان . 

5- الفرق بین المجموعتین 
یشـیر الـفرق بـین مجـموعـتین الـى مـفھوم ریـاضـي یـعبر عـن الـعناصـر الـتي تـوجـد فـي مجـموعـة مـعینة ولا تـوجـد فـي 

المجموعة الأخرى. یسُاعد ھذا المفھوم في تحدید العناصر الفریدة التي تنتمي إلى مجموعة دون الأخرى. 
- (B - A )  او الفرق العكسي (A - B )یرُمز لھ بالرمز

A ∪ B

∩

∩

  ٩
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مثال7// 
إذا كانت: 

 A ={1, 2, 3, 4}
 B ={3, 4, 5, 6}

فإن العناصر الموجودة في A وغیر موجودة في B ھي : 

  A - B ={1, 2}

وأیضًا یمكن حساب الفرق العكسي( B - A) بشكل التالي  
العناصر في B ولا توجد في  A ھي 

 B - A ={5,6}

مثال8// 
لنأخذ مجموعتین: 

 A ={2, 4, 6, 8} المجموعة
 B ={4, 5, 6, 7} المجموعة

من خلال المجموعتین ( A، B ) جد:- 
1/ الفرق بین المجموعتین  

2/ الفرق العكسي  

الحل //  
1/ الفرق بین المجموعتین  

 A - B ={2, 8}
2/ الفرق العكسي 

 B - A ={5, 7}

6/ قانون توزیع المجموعات  
تـعبر قـوانـین تـوزیـع المجـموعـات عـن كـیفیة تـوزیـع الـعملیات بـین المجـموعـات، وتـشمل قـوانـین تـوزیـع الاتـحاد 

والتقاطع. ومن بین القوانین الأساسیة : 

. قانون توزیع الاتحاد على التقاطع 
إذا كانت لدیك ثلاث مجموعات( A)،( B)، و( C)، فإن: 

  A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C )

  ١٠
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. قانون توزیع التقاطع على الاتحاد 
إذا كانت لدیك ثلاث مجموعات( A)،( B)، و( C )، فإن: 

  

مثال 9 //  
لنفرض أن: 

 A ={1, 2, 3}
 B ={2, 3, 4}
 C ={3, 4, 5}

جد   

حساب (  )  1.

 (  ) = {4 ,3}

2. حساب (    
   ( ￼ {3, 4} ={1, 2, 3, 4} 

3. حساب  ( )،(  : 
￼  = {‎1, 2, 3, 4} 

￼  ={1, 2, 3, 4, 5} 

4. حساب التقاطع: 
(￼ ) ∩ (￼ ) ={‎1, 2, 3, 4} 

مثال 10 // 
باستعمال نفس المجموعات في المثال 9: 

جد 
   

حساب  (  ) 1.
   ( ￼  ) ={‎2, 3, 4, 5} 

2. حساب  
￼  (￼ ) 

( ￼ {2, 3, 4, 5} ={2, 3} 

A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )

A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C )

B ∩ C

B ∩ C

A ∪ (B ∩ C
A ∪

A ∪ B(A ∪ C
A ∪ B

A ∪ C

A ∪ B A ∪ C

A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )

B ∪ C
B ∪ C

A ∩ B ∪ C
A ∩

  ١١
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3. حساب 
( ) و (  ) 
  ( ￼  ) = {‎2, 3} 

( ￼   ) = {‎3} 

4. حساب الاتحاد: 
  (￼ ) ￼  ￼ ) ={‎2, 3} 

نشاط 3 // 
لنفترض أن لدینا المجموعات التالیة: 

 A ={1, 2, 3, 4, 5, 6} 
 B = {‎4, 5, 6, 7, 8}
 C ={6, 7, 8, 9, 10}

جد 
   /1
   /2

نشاط 4 //  
دعنا نفترض لدینا المجموعات التالیة: 

 A ={1, 2, 3, 4, 5}
 B ={4, 5, 6, 7}

 C ={5, 6, 7, 8, 9}

جد //  
 (  ) ، (  ) ، (  ) .1

 (   ) ، (   ) ، (  ).2
 (C - B) ،  ( C - A ) ، (B - A ) ، (A - B ).3

 D ={4,6,7}   4.لنفترض أن ھناك مجموعة
إذ نلاحظ  ( ) الا أنھا جزئیة وغیر متساویة مع B وضح ذلك  ؟  

   .5
   .6

A ∩ BA ∩ C
A ∩ B
A ∩ C

A ∩ B ∪ (A ∩ C

A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C )

A ∪ BA ∪ CB ∪ C
A ∩ BA ∩ CB ∩ C

A ≠ D
A ∩ (B ∪ C ) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C )
A ∪ (B ∩ C ) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C )

  ١٢
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  ١٣

الفصل الثاني  
limitالغایة  
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  limit الفصل الثاني / الـغـایـة
 (Limit) اولاً / مفھوم الغایة في الریاضیات

یـعد مـفھوم الـغایـة مـن الـمفاھـیم الأسـاسـیة فـي التحـلیل الـریـاضـي، وتسـتخدم لـوصـف سـلوك الـدوال عـندمـا تـقترب 
متغیراتھا من قیمة معینة أو من اللانھایة. تعتبر الغایة أداة قویة لفھم التغیرات والدوال في الریاضیات. 

إذا كـانـت لـدیـنا دالـة f(x)، فـإن الـغایـة (   f(x)) تـعني أنـنا نـریـد مـعرفـة الـقیمة الـتي تـقترب إلـیھا f(x) عـندمـا 
 .(a) من القیمة (x)یقترب

- یكُتب حد الدالة كما یلي: 
 ￼  f(x) = L 

 .(a )من (x )عندما یقترب f(x) ھي القیمة التي تقترب منھا (L)حیث 

ثانیاً // أنواع الغایات 
1.غایات نھائیة: 

 .(a) من قیمة معینة (x)عندما تقترب 
   - مثال:  

￼  (3x + 1) = 3(2) + 1 = 7 

2. غایات غیر نھائیة :  
عندما تقترب (x) من اللانھایة. 

   - مثال: 

￼  = 0 

ثالثاً // خصائص الغایات 
- الإضافة :  

  

- الضرب : 

    

- الاقتران : 
    

إذ أن (c) ھو عدد ثابت . 

limx→a

limx→a

limx→2

limx→∞
1
x

limx→a( f (x) + g(x)) = lim
x→a

f (x) + lim
x→a

g(x)

limx→a( f (x) ⋅ g(x)) = lim
x→a

f (x) ⋅ lim
x→a

g(x)

limx→a(c ⋅ f (x)) = c ⋅ lim
x→a

f (x)

  ١٤
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 المثال 1 

احسب الغایة للدالة الخطیة التالیة  
  

الحل: 
 : (x = 2 ) ًنعوض مباشرة -  

  3(2) + 1 = 6 + 1 = 7 

النتیجة: 
  

المثال 2:  

احسب الغایة للدالة الكسریة التالیة : 

  

 الحل: 
1. التعویض المباشر: 

 : ( x = 1 ) إذا عوضنا مباشرةً بـ -   

￼ ❌ (شكل غیر محدد)  

2. تحلیل البسط: 
 - نحلل البسط: 

    
  وبالتالي: 

  

3. إلغاء العامل المشترك او الاختصار بین البسط والمقام  
    

 : (x - 1 ) بعد إلغاء -
  

limx→2(3x + 1)

limx→2(3x + 1) = 7

limx→1
x2 − 1
x − 1

12 − 1 ÷ 1 − 1 =
0
0

x2 − 1 = (x − 1)(x + 1)

limx→1
(x − 1)(x + 1)

x − 1

lim
x→1

(x + 1) = 1 + 1 = 2

  ١٥



إعداد : م.م علیاء ماجد  ریاضیات (2025- 2024) إدارة وتسویق النفط والغاز  

النتیجة : 

    ✅  

الضرب  بالمرافق 
ھـو تـقنیة تسُـتخدم فـي الـجبر لتبسـیط الـتعبیرات الـریـاضـیة، خـاصـة عـند الـتعامـل مـع الـكسور الـتي تـحتوي عـلى جـذور. 

یتم استخدام ھذه الطریقة لتحویل تعبیر یحتوي على جذر في المقام إلى تعبیر خالٍ من الجذر. 

تعریف المرافق 
إذا كان لدینا عدد مركب  ، فإن  **المرافق**  لھ ھو  

طریقة الضرب بالمرافق 
مثال توضیحي   

لنفترض أننا نرید تبسیط تعبیر یتضمن جذرًا في المقام مثل: 

  

خطوات الضرب بالمرافق 

1. تحدید المرافق : 
  

المرافق لـ (  ) ھو  ( . 

2. الضرب بالمرافق  
- نضرب البسط والمقام بالمرافق: 

    

3. تبسیط المقام  
- نستخدم صیغة الفرق بین مربعین في المقام : 

   
    

( a = 2) و \(  ): 
   

    

lim
x→1

x2 − 1
x − 1

= 2

a + b ca − b c .

1

2 + 3

2 + 3(2 − 3

1 ⋅ (2 − 3)

(2 + 3)(2 − 3)

(a + b)(a − b) = a2 − b2

b = 3

(2 + 3)(2 − 3) = 22 − ( 3)2 = 4 − 3 = 1

  ١٦
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4. إیجاد الناتج : 

￼  

 النتیجة: 

  

مثال توضیحي اخر  

لنفترض أننا نرید تبسیط: 

  

1. تحدید المرافق : 
 - المرافق لـ ( ) ھو(  ) . 

2. الضرب بالمرافق : 

   

3. تبسیط المقام : 
    

    

4. إیجاد الناتج : 
   

    

النتیجة  

  

2 − 3
1

= 2 − 3

1

2 + 3
= 2 − 3

3

1 + 5

1 + 51 − 5

3 ⋅ (1 − 5)

(1 + 5)(1 − 5)

(1 + 5)(1 − 5) = 12 − ( 5)2 = 1 − 5 = − 4

3(1 − 5)
−4

=
−3(1 − 5)

4
=

−3 + 3 5
4

3

1 + 5
=

−3 + 3 5
4

  ١٧
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المثال 3//  

احسب الغایة للدالة الجذریة التالیة : 

  

الحل // 
1. التعویض المباشر: 

 :( x = 0 )ًإذا عوضنا مباشرة -   

 ￼ ❌ (شكل غیر محدد)  

2. ضرب وتبسیط : 
   - نضرب البسط والمقام بـ 

￼  (المرافق)  
   

    

 : (x=0 ) 3. التعویض
    

  

 النتیجة : 

  

نشاط 1/ 
احسب الغایة 

  

lim
x→0

x + 1 − 1
x

0 + 1 − 1
0

=
0
0

x + 1 + 1

lim
x→0

( x + 1 − 1)( x + 1 + 1)

x( x + 1 + 1)
= lim

x→0

x

x( x + 1 + 1)

lim
x→0

1

0 + 1 + 1
=

1
1 + 1

=
1
2

lim
x→0

x + 1 − 1
x

=
1
2

lim
x→4

x − 2

  ١٨
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نشاط 2/  
احسب الغایة 

  

نشاط 3/  

احسب الغایة: 

  

نشاط 4/ 

احسب الغایة: 

  

ھـناك نـوع اخـر مـن الـغایـات وتـسمى الـغایـات مـن الجھـتین او الـغایـات الـمنفصلة ، وھـو أن تـتساوى الـغایـات مـن 
  (a) الیمین والیسار عند النقطة

￼  

￼  

  

وتكون الدالة موجودة في حالة  
L1=L2 

مثال 4// 
 لتكن الدالة  

   (‎1) غایة عند f(x) ھل الدالة

lim
x→1

x − 1

x − 1

lim
x→2

x2 − 4
x − 2

lim
x→1

x + 3 − 2
x − 1

   lim
x→c+

f (x) = L1

lim
x→c−

f (x) = L2

lim
x→c−

f (x) =    lim
x→c+

f (x)

  ١٩
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الحل //  
شرط تساوي الحدین  

   

یتم حساب الحدین على النحو التالي: 

  
  

نلاحظ بأن (L1) (L2) متساویان أي أن ،  
 .L2 = L1

المثال 5// 

لنعتبر الدالة التالیة: 

  f(x)=  
  f(x)= 

 x = 2 ھل الدالة موجودة عند

الحل// 
حساب الحد الأیسر                                     

  

حساب الحد الأیمن                                        

      

الحد الأیسر -
   

الحد الأیمن 
 ￼  = 4 

الحدود غیر متساویة 
الحد الأیسر یساوي 3 بینما الحد الأیمن یساوي 4.  

L2 ≠L1 

lim
x→c−

f (x) =    lim
x→c+

f (x)

lim f (x) = lim x2 + 1 = 1 + 1 = 2 = L1
lim f (x) = lim2x = 2(1) = 2 = L2

x + 1,x < 2
x2, x > 2

lim
x→2−

f (x)

limx→2− f (x) = lim
x→2

(x + 1) = 2 + 1 = 3

limx→2+ f (x)

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2

(x2) = 22 = 4

lim
x→2−

f (x) = 3

limx→2+ f (x)

  ٢٠
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  ٢١

الفصل الثالث 
الـــدوال
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الفصل الثالث / الدوال 
اولاً // الدالة المتباینة والدالة الشاملة  

تـعد الـدالـة الـمتبایـنة دالـة تـربـط كـل عـنصر فـي مجـموعـة مـعینة (الـمجال الـمنطلق) بـعنصر واحـد فـقط فـي مجـموعـة 
أخرى (المجال المقابل). یمكن تعریف الدالة التباینیة ریاضیاً على النحو التالي: 

إذا كـانـت ( f) دالـة مـن المجـموعـة ( A) إلـى المجـموعـة ( B)، فـإن كـل عـنصر ( x) فـي ( A) یـرتـبط بـعنصر واحـد 
فقط f(x) في ( B). ویكتب ذلك بالشكل: 

  
إذ أن : 

- ( A) ھي المجموعة المنطلقة (المجال المنطلق ). 
- ( B) ھي المجموعة المقابلة ( المجال المستقر) . 

- .(B ) في المجموعة (x ) ھو العنصر المرتبط بـ f(x)
(G) ھو جمیع الازواج المرتبة (x,y) للدالة  f ویطلق علیة (بیان الدالة)  -
یسمى العنصر x∈A بالمتغیر المستقل ، بینما یسمى y∈B بالمتغیر المعتمد . -
-                                            (Rf) مدى الدالة

 Rf = f(A) = {f(a) :a∈A} 

عـلى الـعكس مـن الـدالـة الـشامـلة (الـدالـة غـیر الـمتبایـنة) تـسمح بـأن یـرتـبط كـل عـنصر فـي الـمجال المسـتقر  بـعناصـر 
 .(A ) لھا أكثر من سابقة في (B ) متعددة في المجال المنطلق ،  ویمكن أن تكون ھناك عناصر في

اي أن مداھا یساوي مستقرھا  
Rf=f(A)=B 

 A ھو قیمة للدالة في عنصر واحد ع الاقل في B أي أن كل عنصر في

مثال 1//  
اذ كانت  

A={1,2,3} 
B={-2,-4} 

وان الدالة  
f={(1,-2) ,(2,-2) ,(3,-2)} 

ھل الدالة شاملة وتباینیة مع ذكر السبب  
الحل // 

  B لھا صوره في عنصر مستقرھا A 1/    ھي شاملة لان كل عناصر
  B لھا نفس المستقر (2-) في A 2/   لیست متباینة لان العنصرین (1،2) في

f : A → B

f : A → B
f : A → B

  ٢٢
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ثانیاً // خصائص الدالة  
1.التعریف: یجب أن تكون كل قیمة في المجال مرتبطة بقیمة واحدة فقط في المجال المستھدف. 

2.العلاقة: یمكن أن تكون الدالة خطیة، غیر خطیة، مستمرة، منفصلة، وغیرھا. 
3.التمثیل: یمكن تمثیل الدالة برسم بیاني، جدول، أو معادلة. 

مثال2//  
إذا كانت الدالة معرفة كالاتي : 

 f(a) =2a  

  A ={1, 2, 3}
 B ={2, 4, 6}

برھن او وضح فیما إذ كانت f تمثل بیان لدالة    واكتب الدالة كأزواج مرتبة  . 
الحل //  

الدالة 
 f(A)  = { f(a) =2a

a∈A 

⟼ 2(1) =2 
⟼ 2(2)=4 
⟼ 2(3)=6 

الدالة (f) كأزواج مرتبة   -
  {(1,2),(2,4),(3,6)}

مثال3// 
برھن إذ كان الشكل (1-1) یعُد من الدوال المتباینة  

الشكل (1-1) 

  

الحل //  
 . (B) بعنصرواحد من عناصر المجال (A) یعد الشكل (1-1) ، من الدوال بسبب ارتباط كل عناصر المجال

A → B

f : A → B

  ٢٣
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نشاط 1// 
إذ كانت  

A = { a,b,c} 
B = {2,4,6,8,10} 

برھن إذ كانت العلاقات التالیة دالة تباینیة او لیست دالة  

￼  = {(a,2) ,(b,4) ,(c,8)} 
￼  = {(a,c) ,(b,6) ,(c,10)} 
￼  = {(a,6) ,(b,8) ,(b,10) ,(c,2) 

- أستخراج مدى الدالة   
 .(x) بالنسبة لقیم (y)نبحث عن مدى ،(x, y) عندما نتعامل مع دوال نعُبر عنھا كأزواج مرتبة

مثال4 //  
لنعتبر الدالة التالیة المعطاة بالأزواج المرتبة: 

   {(8 ,4) ,(6 ,3) ,(4 ,2) ,(2 ,1)}

 (R) استخراج المدى

 :(x) المرتبطة بكل (y) 1. لننظر إلى القیم
   - (y)عند(x = 1)(2)ھو 
   -(y)عند(x = 2) (4)ھو 
   -(y)عند(x = 3) (6)ھو 
   -(y)عند(x = 4) (8)ھو 

2. تحدید المدى: القیم الممكنة لـ(y) ھي: 
 {8 ,6 ,4 ,2} 

  وبالتالي، مدى الدالة ھو: 
 {8 ,6 ,4 ,2}

مثال5 //  
لنعتبر الآن الدالة التالیة: 

  {(13 ,3) ,(7 ,2) ,(3 ,1) ,(1 ,0)}

 (R) استخراج المدى

f 1
f 2
f 3

f

f =

f =

  ٢٤
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 :(x) المرتبطة بكل (y)1. لننظر إلى القیم
   -(y) عند(x = 0) ھو(1) 
   -(y) عند(x = 1) ھو(3) 
   -(y) عند(x = 2) ھو(7) 

   -(y) عند(x = 3) ھو(13) 

2. القیم الممكنة لـ(y) ھي: 
 {1, 3, 7, 13} 

   وبالتالي، مدى الدالة ھو: 
 {13 ,7 ,3 ,1}

لاسـتخراج مـدى الـدالـة الـمعطاة كـأزواج مـرتـبة، یـمكننا بـبساطـة جـمع قـیم(y) الـمرتـبطة بـكل(x) وتحـدیـد الـقیم 
المختلفة. بھذا الشكل، نحصل على مدى الدالة بشكل واضح. 

مثال6 // 

إذ كانت  
A= {-2,-1,0,1,2} 

B={6,10,14,18,22} 
والدالة معرفة كالتالي 

 f(a) = 2a + 3
*a ∈ A 

1- اكتب صورة كل عنصر  
 (G) 2-ماھو بیان الدالة

 (R) 3- ماھو مدى الدالة

الحل //  
1-  صورة كل عنصر  

 f(-2) = 2(-2) + 3 = -4 + 3 = -1
 f(-1) = 2(-1) + 3 = -2 + 3 = 1
 f(0) = 2(0) + 3 = 0 + 3 = 3  
 f(1) = 2(1) + 3 = 2 + 3 = 5  
 f(2) = 2(2) + 3 = 4 + 3 = 7  

2 - بیان الدالة ھو : 
(-2, -1) ،(-‎1, 1) ، (‎0, 3) ، (‎1, 5) ، (‎2, 7) 

3- مدى الدالة ھو : 
Rf = f(A) = { -‎1,1,3,5,7} 

  ٢٥
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  ٢٦

الفصل الرابع 
الـــمصـفـوفـات



إعداد : م.م علیاء ماجد  ریاضیات (2025- 2024) إدارة وتسویق النفط والغاز  

الفصل الرابع// الـــمصـفـوفـات 
اولاً // مفھوم المصفوفات  

الـمصفوفـات ھـي ھـیاكـل ریـاضـیة تسُـتخدم بـشكل واسـع فـي الـریـاضـیات وعـلوم الـحاسـوب والـھندسـة ویـمكن ان نـعرف 
الـمصفوفـة عـلى أنـھا مجـموعـة مـن الاعـداد او كـمیات مـرتـبة فـي صـفوف وأعـمده ، ویـرمـز لـھا بـالحـرف الانـكلیزیـة 

 (A,B ,.....) الكبیرة

-الشكل العام للمصفوفة 
یمكن كتابة المصفوفة بشكل عام على النحو التالي: 

  

- حجم المصفوفات 
حجم المصفوفة یحُدد بعدد الصفوف والأعمدة فیھا. یعُبر عن حجم المصفوفة بالصیغة: 

  
إذ أن : 

-( m) ھو عدد الصفوف. 
-( n) ھو عدد الأعمدة. 

مصفوفة (  ): مصفوفة  ثنائیة تحتوي على 2 صفوف و 2 أعمدة  -

  

مصفوفة (  ): مصفوفة ثلاثیة  تحتوي على 3 صفوف و3 أعمدة. -

  

-أنواع المصفوفات 
ھناك عدة أنواع من المصفوفات، وكل نوع لھ خصائصھ الخاصة. إلیك بعض الأنواع الشائعة: 

1. المصفوفة الصفیة  
مصفوفة تحتوي على صف واحد فقط. شكلھا العام: 

  

A =
a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
am1 am2 … amn

m × n

2 × 2

A = [2 8
4 2]

3 × 3

A =
2 3 1
0 5 4
0 0 6

A = [a1 a2 … an]
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2. المصفوفة العمودیة 
مصفوفة تحتوي على عمود واحد فقط. شكلھا العام: 

  

  

3. المصفوفة المربعة 
مصفوفة عدد صفوفھا یساوي عدد أعمدتھا. شكلھا العام: 

  

4. المصفوفة المتناظرة 
مصفوفة( A) إذ أن (  ). شكلھا العام: 

  

 (I) 5. مصفوفة الوحدة
مصفوفة مربعة تحتوي على 1 في القطر الرئیسي و0 في باقي العناصر. شكلھا العام: 

  

 (D) 6. المصفوفة القطریة
مصفوفة مربعة تحتوي على عدد معین في القطر الرئیسي و0 في باقي العناصر. شكلھا العام: 

  

A =

a1
a2
⋮

am

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9

A = AT

A =
1 2 3
2 4 5
3 5 6

I = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1]

D =
2 0 0
0 4 0
0 0 6
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ثانیاً // العملیات الریاضیة على المصفوفات  
مثال 1//  

  (B )و  ( A )إذا كانت لدینا المصفوفتان

  

جد 
  (A-B) ،(A+B) .1

 (A* B) .2

1 - جمع وطرح المصفوفات  
یـمكن جـمع مـصفوفـتین فـقط إذا كـان لـھما نـفس الحجـم (عـدد الـصفوف والأعـمدة). یـتم جـمع الـعناصـر الـمقابـلة فـي 

المصفوفتین. وتتم عملیة الطرح بنفس طریقة اذ یتم طرح العناصر المقابلة. 

  

  

2. ضرب المصفوفات  
یمكن ضرب مصفوفتین إذا كان عدد أعمدة المصفوفة الأولى یساوي عدد صفوف المصفوفة الثانیة. 

   

  

مثال2// 
من المصفوفتین: 

  

  (A-B) ،(A+B) جد

A = [1 2
3 4], B = [5 6

7 8]

A + B = [1 + 5 2 + 6
3 + 7 4 + 8] = [ 6 8

10 12]

A − B = [1 − 5 2 − 6
3 − 7 4 − 8] = [−4 −4

−4 −4]

C = A ⋅ B

C = A ⋅ B = [(1 ⋅ 5 + 2 ⋅ 7) (1 ⋅ 6 + 2 ⋅ 8)
(3 ⋅ 5 + 4 ⋅ 7) (3 ⋅ 6 + 4 ⋅ 8)] = [19 22

43 50]

A = [2 4 6
1 3 5], B = [7 5 3

4 2 0]
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مثال 3// 
لنأخذ المصفوفتین: 

  

 (C.D) جد مصفوفة

  

حساب القیم: 

  

مثال 4 // 
من المصفوفة الثنائیة  

  

 K=3 إذا علمت بأن KA جد

  

A + B = [2 + 7 4 + 5 6 + 3
1 + 4 3 + 2 5 + 0] = [9 9 9

5 5 5]
A − B = [2 − 7 4 − 5 6 − 3

1 − 4 3 − 2 5 − 0] = [−5 −1 3
−3 1 5]

C = [
1 2
3 4
5 6], D = [7 8

9 10]

C ⋅ D =
1 ⋅ 7 + 2 ⋅ 9 1 ⋅ 8 + 2 ⋅ 10
3 ⋅ 7 + 4 ⋅ 9 3 ⋅ 8 + 4 ⋅ 10
5 ⋅ 7 + 6 ⋅ 9 5 ⋅ 8 + 6 ⋅ 10

C ⋅ D =
7 + 18 8 + 20

21 + 36 24 + 40
35 + 54 40 + 60

=
25 28
57 64
89 100

A = [1 2
3 4]

k ⋅ A = 3 ⋅ [1 2
3 4] = [3 ⋅ 1 3 ⋅ 2

3 ⋅ 3 3 ⋅ 4] = [3 6
9 12]
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3. تدویر المصفوفات   
تدویر المصفوفة یعني تحویل صفوفھا إلى أعمدة والعكس. 

مثال 5//  
من المصفوفات التالیة  

  

  

جد   ،  

الحل// 

  

  

ثالثاً // معكوس المصفوفة   
لإیـجاد مـعكوس الـمصفوفـة، یـجب أن تـكون الـمصفوفـة مـربـعة (عـدد الـصفوف یـساوي عـدد الأعـمدة) وأن یـكون 

محددھا غیر صفر. ھنا خطوات حساب المعكوس: 

خطوات إیجاد معكوس المصفوفة 
1. تأكد من أن المصفوفة مربعة. 

2. **حساب  المحدد للمصفوفة ، إذا كان المحدد صفرًا، فلا یوجد معكوس. 
3. استعمال صیغة المعكوس للمصفوفة( A) كالتالي: 

  

إذ أن : 
( ) ھو المصفوفة المرافقة . 

AT

A = [1 2 3
4 5 6]

E =
1 4
2 5
3 6

ATET

AT =
1 4
2 5
3 6

ET = [1 2 3
4 5 6]

A−1

A−1 =
1

det(A)
⋅ adj(A)

adj(A)
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مثال 6// 
ماھو المعكوس (  ) لھذه المصفوفھ الثنائیة  

  

الحل//  

1. **حساب المحدد**: 

  

2. **حساب المصفوفة المرافقة 

  

3. **حساب المعكوس**: 

  

المعكوس للمصفوفة( A) ھو: 

  

مثال7// 
من المصفوفة التالیة  

  

جد مصفوفة   
الحل // 

حساب المحدد 
  

  

A1

A = [4 7
2 6]

D(A) = (4 ⋅ 6) − (7 ⋅ 2) = 24 − 14 = 10

adj(A) = [ 6 −7
−2 4 ]

A−1 =
1

10 [ 6 −7
−2 4 ] = [ 0.6 −0.7

−0.2 0.4 ]

A−1 = [ 0.6 −0.7
−0.2 0.4 ]

A =
1 2 3
0 1 4
5 6 0

A1

D(A) = 1(1 ⋅ 0 − 4 ⋅ 6) − 2(0 ⋅ 0 − 4 ⋅ 5) + 3(0 ⋅ 6 − 1 ⋅ 5)
= 1(0 − 24) − 2(0 − 20) + 3(0 − 5)
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حساب المصفوفة المرافقة 

- المصفوفات الفرعیة 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

تكوین المصفوفة المرافقة 

  

حساب المعكوس 

  

= − 24 + 40 − 15 = 1

M11 = [1 4
6 0] ⇒ D(M11) = − 24

M12 = [0 4
5 0] ⇒ D(M12) = − 20

M13 = [0 1
5 6] ⇒ D(M13) = − 5

M21 = [2 3
6 0] ⇒ D(M21) = − 18

M22 = [1 3
5 0] ⇒ D(M22) = − 15

M23 = [1 2
5 6] ⇒ D(M23) = 4

M31 = [2 3
1 4] ⇒ D(M31) = 5

M32 = [1 3
0 4] ⇒ D(M32) = 4

M33 = [1 2
0 1] ⇒ det(M33) = 1

adj(A) =
−24 20 −5
18 −15 4
5 −4 1

A−1 =
1
1

⋅ adj(A) = adj(A)
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نشاط 1// 

  

جد مصفوفة   

نشاط 2// 
لنفترض أن لدینا المصفوفة التالیة: 

  

جد مصفوفة   

الحل // 

  

نشاط 3//  
من المصفوفتین  

  

  

 جد 
  (A-B) ،(A+B)

 (A.B) 
   

  

A−1 =
−24 20 −5
18 −15 4
5 −4 1

A =
1 2 3
4 5 6
7 8 9

A1

A = [
2 3 1
4 1 2
3 5 4]

A1

A−1 =

6
25

2
5 − 17

25
7

25 − 1
5

1
25

− 1
5 0 2

5

A = [1 2
3 4]

B = [5 6
7 8]

AT, BT

A−1, B−1
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الفصل الخامس 
الـــمعادلات الخطیة 
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الفصل الخامس // المعادلات الخطیة  
اولاً // الشكل العام للمعادلات الخطیة  

تـعد الـمعادلات الخـطیة نـوع مـن أنـواع الـمعادلات الـجبریـة الـتي تـمثل عـلاقـات خـطیة بـین الـمتغیرات. إذ تـمثل عـلاقـة 
خطیة ، مما یعني أنھ إذا تم رسمھا على نظام الإحداثیات (محور سیني وآخر صادي)، فإنھا تشكل خطاً مستقیماً. 

ویكون الشكل العام للمعادلات الخطیة كالاتي  : 

  
  

إذ أن : 
-(x,y) متغیران . 

 .((  )  (x) ھو معامل (a)-
  ((  )  (y) ھو معامل  (b)-

-(a,b,c ) ثوابت  

ثانیاً // أنواع المعادلات الخطیة  
 .(2x + 3 = 0 ) : معادلات ذات متغیر واحد -

 .(2x + 3y = 6 )    : معادلات ذات متغیرین -

ثالثاً// تطبیقات المعادلات الخطیة 
تستعمل المعادلات الخطیة في مجالات عده منھا : 

- الاقتصاد: لتحلیل التكالیف والعوائد. 
- الفیزیاء: لوصف الحركة والعلاقات بین الكمیات. 

- الإحصاء: في نمذجة البیانات والعلاقات. 
یـمكن اسـتخدام الـمعادلات الخـطیة لحـل مـشكلات مـختلفة فـي الـحیاة الـیومـیة، مـثل حـساب الـمیزانـیة أو الـتنبؤ بـالـنتائـج 

بناءً على بیانات معینة.  

رابعاً //  طرق حل المعادلات الخطیة  

1/ یمكن حل المعادلة الخطیة ذات متغیر واحد  (x) او متغیرین (x,y) بطریقة التعویض اوالحذف  .  
 مثال 1//  

جد قیمة المتغیر  
 [2x + 4 = 0 ]

الحل // 
1. ننقل الطرف الایمن خارج الیساوي  4  مع تغییر الاشاره لھ  

 [2x = -4 ]
2. نلاحظ المعادلة تقبل القسمة على العدد 2: 

 [x = -2 ]  

a x + b = 0
a x + by + c = 0

a ≠ 0
b ≠ 0
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مثال 2 // 
جد قیم (x,y) في المعادلتین الخطیتین  

 (2x + 3y = 6 ) ..........  (1)
 (x - y = 1 ) ............     (2)

الحل //  
 ( y او x) التعبیر عن أحد المتغیرین -

یمكننا إعادة صیاغة إحدى المعادلتین للتعبیر عن أحد المتغیرین. لنبدأ بالمعادلة الأولى: 

 [2x + 3y = 6 ]

 (y ) نقوم بحلھا لـ

 [3y = 6 - 2x ]
نقسم المعادلة على معامل y (3)  للتبسیط  

  

 : y اصبحت المعادلة الاولى على شكل قیمة لـ
 :(y ) لتعویض (x - y = 1 ) الآن، نستخدم المعادلة الثانیة

  

نقوم بتبسیط المعادلة: 

  

نرتب المعادلة ونجمع الحدود : 

  

  

إیجاد قیمة ( x) ، نضرب في  : 

  

إیجاد قیمة ( y) ، نعود إلى المعادلة التي عوضنا فیھا: 

y = 2 −
2
3

x

x − (2 −
2
3

x) = 1

x − 2 +
2
3

x = 1

(1 +
2
3

)x − 2 = 1

5
3

x = 3
3
5

x =
3 × 3

5
=

9
5
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نحسب: 

  

الحل للمعادلتین ھو: 

  

مثال3//  
افترض أن لدینا المعادلتین: 

( 2x + 3y = 6)        (المعادلة ‎1) 
( 4x - y = 5)           (المعادلة ‎2) 

جد قیم المتغیرات  

الحل //  
نـحتاج إلـى جـعل مـعامـلات أحـد الـمتغیریـن مـتساویـة فـي كـلا الـمعادلـتین. لـنفترض أنـنا نـریـد حـذف الـمتغیر( y). لـذلـك، 

یمكننا تعدیل المعادلة 2 بحیث یصبح معامل( y) مساویاً لـ 3 (معامل( y) في المعادلة 1). 

نضرب المعادلة 2 في 3: 

[ 3(4x - y) = 3(5)] 

وبذلك نحصل على: 

[ 12x - 3y = 15]      (المعادلة ‎3) 
كتابة المعادلات المعدلة : 

( 2x + 3y = 6)       (المعادلة ‎1) 
( 12x - 3y = 15)    (المعادلة ‎3) 

جمع المعادلتین : 
 :(y)نقوم الآن بجمع المعادلتین لإلغاء

(2x + 3y) + (12x - 3y) = 6 + 15 

y = 2 −
2
3 ( 9

5 )

y = 2 −
18
15

= 2 −
6
5

=
10
5

−
6
5

=
4
5

x =
9
5

, y =
4
5
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ھذا یعطي: 

 14x = 21
 :(x )إیجاد قیمة
نقسم على 14: 

  

 , (y ) إیجاد قیمة
* الآن نعود إلى إحدى المعادلتین في السؤال ولیس المعدلة المعدلة لإیجاد ( y). سنستخدم المعادلة 1: 

 2x + 3y = 6
 :(x)نعوض عن

  

نحسب: 

 3y = 6 + 3

نطرح 3 من كلا الجانبین: 

 3y = 3

نقسم على 3: 

 y = 1

الحل لنظام المعادلتین ھو: 

  

ملاحظة : 
- طریقة الحذف فعالة عندما تكون المعاملات بسیطة، ویمكن استخدامھا مع أي عدد من المعادلات. 

- یمكن استخدام طریقة الحذف لحل أنظمة تحتوي على أكثر من معادلتین أو متغیرین. 

x =
21
14

=
3
2

2 ( 3
2 ) + 3y = 6

x =
3
2

, y = 1
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نشاط 1// 
لنفترض أن لدینا المعادلتین: 

( 3x + 2y = 12)             (المعادلة ‎1) 
( 5x - 4y = 1)               (المعادلة ‎2) 

جد قیم المتغیرات بطریقة الحذف والتعویض  
الحل // 

  

نشاط 2 // 
لنفترض أن لدینا المعادلتین: 

( 2x + 3y = 12)............... (1) 
( 4x - y = 5) ...............     (‎2)     

 (x,y) جد قیم

الحل // 

  

نشاط 3//  
لنفترض أن لدینا المعادلتین: 

( x + 2y = 8)  (1 المعادلة) 
( 3x - y = 7)   (2 المعادلة) 

جد قیم المتغیرات  
الحل //  

  

x =
25
11

y =
57
22

x =
27
14

, y =
19
7

x =
22
7

, y =
17
7
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2- حل المعادلات الخطیة بطریقة كرامر  
أن طـریـقة كـرامـر لحـل الـمعادلات الخـطیة مـن خـلال تـحویـل الـمعادلات الـى مـصفوفـات ،وھـي طـریـقة تسـتعمل لحـل 
نـظام مـن الـمعادلات الخـطیة  بـاسـتعمال المحـددات  ، إذ أن  أسـتعمال طـریـقة كـرامـر مـفید جـدًا عـندمـا یـكون لـدیـك 

  . (x,y,z.... معادلتین او اكثرتحتوي على اكثر من متغیر ) نظام معقد من المعادلات

إذ یمكن كتابة عدد من المعادلات تحتوي على اكثر من متغیر  

  
  
  
 :
 :

ویمكن تحول المعادلات الخطیة الى مصفوفات  

   

AX=b 

إذ أن : 
-A یمثل صفوف واعمدة المعاملات . 

-X یمثل عمود المتغیرات . 
-b عمود الثوابت . 

  //‎4 مثال
أكتب المعادلات الخطیة التالیة بأستخدام صیغة المصفوفات  

3x-y =5 
x+2y=0 
-x-5y=6 

الحل // 
AX=b 

  

a11x1 + a21x2...... + a1n xn = b1
a21x1 + a22x2...... + a2n xn = b2
a31x1 + a32x2...... + a3n xn = b3

= b
b1

b2

b3
A [

a11 a21.........a1n
a21 a22.........a2n
a31 a32.........a3n] X [

x1
x2
xn]

A [
3 −1
1 2

−1 −5] X [x
y] = b

5
0
6
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نشاط 4 // 
أكتب المعادلات الخطیة التالیة بأستخدام صیغة المصفوفات  

-3+5y-6z=15 
3x+6y+12z=-2 

x+z-y=5 

مثال 5//  
من المعادلات الخطیة التالیة : 

( 2x + 3y = 8)  (1 المعادلة) 
( 4x - y = 2)   (2 المعادلة) 

حد قیم المتغیرات بطریقة كرامر  
الحل //  

كتابة مصفوفة المعاملات : 

نبدأ بكتابة مصفوفة المعاملات: 

  

  (D) حساب المحدد

 (A) للمصفوفة (D) نحسب المحدد

  

نكتب عمود الثوابت  : 

  

  b  بعمود الثوابت A لحساب المحددات الخاصة لكل متغیرمن خلال أبدال العمود الاول من مصفوفة المعاملات
* حساب محدد   

  

  

A = [2 3
4 −1]

DA = (2)(−1) − (3)(4) = − 2 − 12 = − 14

b = [8
2]

(Dx)

Dx = [8 3
2 −1]

Dx = (8)(−1) − (3)(2) = − 8 − 6 = − 14

  ٤٢
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حساب محدد (  ): 
 b بعمود الثوابت A نستبدل العمود الثاني في مصفوفة المعاملات

  

  

إیجاد قیم المتغیرات باستخدام كرامر 

نحسب قیم المتغیرات: 

  

  

  (x,y) قیم المتغیرات

  

*طریقة كرامر تعمل فقط إذا كان (  ). 

مثال 5// 
حل المعادلات الخطیة التالیة بطریقة كرامر  

( 3x + 4y = 10)  (1 المعادلة) 
( 2x - 5y = -1)  (2 المعادلة) 

  

  

  

  

Dy

Dy = [2 8
4 2]

Dy = (2)(2) − (8)(4) = 4 − 32 = − 28

x =
/Dx /
/D /

=
/ − 14/
/ − 14/

= 1

y =
/Dy /
/D /

=
/ − 28/
/ − 14/

= 2

x = 1, y = 2

D ≠ 0

A = [3 4
2 −5]

DA = (3)(−5) − (4)(2) = − 15 − 8 = − 23

b = [10
−1]

Dx = [10 4
−1 −5]

  ٤٣
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نشاط 5//  
لنفترض أن لدینا النظام التالي من المعادلات: 

( x + 2y = 5)  (1 المعادلة) 
( 3x - 4y = -2)  (2 المعادلة) 

جد قیم المتغیرات بطریقة كرامر  

الحل : 

  

نشاط 6// 
لنفترض أن لدینا النظام التالي من المعادلات: 

x + 2y + z = 9  ............... 1 
2x - y + 3z = 1  ............... 2 
3x + 4y - z = 7  ............... 3 

  (x,y,z) ماقیمة كل من
  

Dx = (10)(−5) − (4)(−1) = − 50 + 4 = − 46

Dy = [3 10
2 −1]

Dy = (3)(−1) − (10)(2) = − 3 − 20 = − 23

x =
/Dx /
/D /

=
/ − 46/
/ − 23/

= 2

y =
/Dy /
/D /

=
/ − 23/
/ − 23/

= 1

x = 2, y = 1

x =
8
5

, y =
17
10

x = − 2, y = 4, z = 3

  ٤٤
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  ٤٥

الفصل السادس 
التــفاضـل ( مشتقة الدوال )
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الفصل السادس / التــفاضـل ( مشتقة الدوال ) 
اولاً // مفھوم التــفاضـل  

یـعد الـتفاضـل فـرع مـن فـروع الـریـاضـیات یھـتم بـدراسـة تـغیر الـدوال. المشـتقة ھـي مـفھوم أسـاسـي فـي الـتفاضـل، 
وتمثل معدل تغیر الدالة بالنسبة لتغیر المتغیر المستقل. ھنا بعض المفاھیم الأساسیة حول المشتقات: 

إذا كانت   دالة، فإن المشتقة   تعُرَّف على أنھا: 

  

ثانیاً // قواعد المشتقات الأساسیة 

1. قاعدة القوة 
إذا كانت 

  
 إذ أن ، ( n) عدد حقیقي، فإن: 

  

2. قاعدة الجمع والطرح 
إذا كانت    و   دالتین، فإن: 

  
  

3. قاعدة الضرب 
إذا كانت  و    دالتین، فإن: 

  

4. قاعدة القسمة 
إذا كانت  و    دالتین، فإن: 

  

5. مشتقات الدوال الأساسیة 
- مشتقة الثابت (c) = صفر  

  

f (x)f′￼(x)

f′￼(x) = lim
h→0

f (x + h) − f (x)
h

f (x) = xn

f′￼(x) = n ⋅ xn−1

f (x)g(x)

( f + g)′￼(x) = f′￼(x) + g′￼(x)
( f − g)′￼(x) = f′￼(x) − g′￼(x)

f (x)g(x)

( f ⋅ g)′￼(x) = f′￼(x) ⋅ g(x) + f (x) ⋅ g′￼(x)

f (x)g(x)

( f
g )

′￼
(x) =

f′￼(x) ⋅ g(x) − f (x) ⋅ g′￼(x)
(g(x))2

d
d x

(c) = 0

  ٤٦
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- 1= (x) مشتقة المتغیر

-  

مثال 1// 
احسب المشتقة للدالة  

   

الحل//  
  

مثال 2//  
احسب مشتقة الدالة  

   

الحل // 
نستخدم قاعدة الضرب: 

  
بعد التبسیط: 

  

*عند الضرب تجمع الاسس 

مثال 3// 
احسب مشتقة الدالة 

  

الحل // 
تطبیق قاعدة القسمة 

  

     

d
d x

(x) = 1

f (x) = 3x4 + 2x3 − x + 5

f′￼(x) = 12x3 + 6x2 − 1

h(x) = (2x3 + 1)(x2 − 3)

h′￼(x) = (6x2)(x2 − 3) + (2x3 + 1)(2x)

h′￼(x) = 6x4 − 18x2 + 4x3 + 2x

h(x) =
x2 + 1
x − 2

h′￼(x) =
(2x)(x − 2) − (x2 + 1)(1)

(x − 2)2

h′￼(x) =
2x2 − 4x − x2 − 1

(x − 2)2
=

x2 − 4x − 1
(x − 2)2

  ٤٧
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مثال 4// 

احسب مشتقة الدالة  

  

الحل // 

  

  

  

  

  

لذا، فإن مشتقة الدالھ 

  

h′￼(x) =
x2 − 4x − 1

(x − 2)2

f (x) =
x2 + 1
x3 − 1

f′￼(x) =
(2x)(x3 − 1) − (x2 + 1)(3x2)

(x3 − 1)2

(2x)(x3 − 1) = 2x4 − 2x

(x2 + 1)(3x2) = 3x4 + 3x2

f′￼(x) =
2x4 − 2x − (3x4 + 3x2)

(x3 − 1)2

=
2x4 − 2x − 3x4 − 3x2

(x3 − 1)2
=

−x4 − 3x2 − 2x
(x3 − 1)2

f′￼(x) =
−x4 − 3x2 − 2x

(x3 − 1)2

  ٤٨
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نشاط 1// 
احسب مشتقة الدالة: 

  

الحل // 

  

  
نشاط 2//  

احسب مشتقة الدالة: 

  
الحل // 

  

نشاط 3// 
احسب مشتقة الدالة: 

  
الحل // 

  

f (x) =
2x3 + 3x2 − 1

x2 + 1

f′￼(x) =
2x4 + 6x2 + 8x

(x2 + 1)2

f (x) = (3x2 + 2)(x3 − 5)

f′￼(x) = 15x4 + 6x2 − 30x

f (x) = (x2 + 2x)(x − 3) + (4x + 1)

f′￼(x) = 3x2 − 2x − 2

  ٤٩
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  ٥٠

الفصل السابع 
التــكامل 



إعداد : م.م علیاء ماجد  ریاضیات (2025- 2024) إدارة وتسویق النفط والغاز  

الفصل السابع / التــكامل  
اولاً // مفھوم التكامل  

یـعد الـتكامـل فـرع مـن فـروع الـریـاضـیات یھـتم بـإیـجاد الـمساحـة تـحت مـنحنى دالـة أو تحـدیـد الـدالـة الأصـلیة (الـمتعددة) 
لدالة معینة.  

یرمز لھ بالرمز  

  

تكامل الدالة ھي العملیة التي تعكس الاشتقاق.   

  

حیث   ھي الدالة الأصلیة و  ھو ثابت التكامل. 

 ثانیاً // قواعد التكامل الأساسیة 

- قاعدة القوة  

  

   =   

- تكامل الثوابت 

  

- قاعدة الجمع والطرح 

  

  

مثال1// 
احسب التكامل: 

  

∫ f (x) d x

∫ f (x) d x = F(x) + C

F(x)C

∫ xn d x =
xn+1

n + 1
+ C (n ≠ − 1)

x = x1/2∫ x d x

∫ c d x = cx + C

∫ f (x) + g(x)] d x = ∫ f (x) d x + ∫ g(x) d x

∫ f (x) − g(x)] d x = ∫ f (x) d x − ∫ g(x) d x

∫ (x2 + 3x) d x

  ٥١
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الحل//  

  

مثال 2// 

احسب التكامل: 

  

الحل //  
نفصل التكامل الى اجزاء  

  

الجزء الاول : 
  

  

الجزء الثاني:  

  

  

 الجزء الثالث: 
   

  

لذا، فإن التكامل ھو: 

  

= ∫ x2 d x + ∫ 3x d x =
x3

3
+

3x2

2
+ C

∫ (2x3 − 4x2 + 5) d x

∫ (2x3 − 4x2 + 5) d x = ∫ 2x3 d x − ∫ 4x2 d x + ∫ 5 d x

∫ 2x3 d x

∫ 2x3 d x = 2 ⋅
x3+1

3 + 1
= 2 ⋅

x4

4
=

1
2

x4 + C

−∫ 4x2 d x

−∫ 4x2 d x = − 4 ⋅
x2+1

2 + 1
= − 4 ⋅

x3

3
= −

4
3

x3 + C .

∫ 5 d x

∫ 5 d x = 5x + C

∫ (2x3 − 4x2 + 5) d x =
1
2

x4 −
4
3

x3 + 5x + C .

  ٥٢



إعداد : م.م علیاء ماجد  ریاضیات (2025- 2024) إدارة وتسویق النفط والغاز  

مثال 3// 
احسب التكامل: 

  

الحل //  
نقوم بتوزیع الضرب داخل التكامل: 

  

یمكننا فصل التكامل إلى جزئین: 

  

الجزء الأول:  

  

  

الجزء الثاني: 
  

  

لذا، فإن التكامل ھو: 

  

∫ (2x)(3x2 + 1) d x

∫ (2x)(3x2 + 1) d x = ∫ (6x3 + 2x) d x

∫ (6x3 + 2x) d x = ∫ 6x3 d x + ∫ 2x d x

∫ 6x3 d x

∫ 6x3 d x = 6 ⋅
x3+1

3 + 1
= 6 ⋅

x4

4
=

3
2

x4 + C1

∫ 2x d x

∫ 2x d x = 2 ⋅
x1+1

1 + 1
= 2 ⋅

x2

2
= x2 + C2

∫ (2x)(3x2 + 1) d x =
3
2

x4 + x2 + C

  ٥٣
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نشاط 1//  
احسب التكامل: 

  

الحل  

  

نشاط 2// 
احسب التكامل: 

  

الحل // 

  

مثال4// 
احسب التكامل: 

  

الحل // 
یمكننا إعادة كتابة الكسر عن طریق فصل الحدود: 

  

وھذا یعطینا: 

  

الآن یمكننا كتابة التكامل بالشكل الجدید: 

  

حساب التكامل لكل حد 
- حد الأول 

∫ (x2)(2x2 + 3) d x

d x =
2
5

x5 + x3 + C

∫ (x2 + 1)(x3 + 2)2 d x

d x =
x9

9
+

x7

7
+

2
3

x6 + C

∫
x2 + 2x + 1

x2
d x

x2 + 2x + 1
x2

=
x2

x2
+

2x
x2

+
1
x2

= 1 +
2
x

+
1
x2

∫ (1 +
2
x

+
1
x2 ) d x

  ٥٤
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- الحد الثاني 

  

- الحد الثالث 

  

  

مثال 4//  
احساب التكامل للدالة التالیة  

  

الحل//  

  

  

- الحد الأول  

  

- الحد الثاني  

  

التكامل للدالة ھو  

 

∫ 1 d x = x

∫
2
x

d x = 2 ln |x |

∫
1
x2

d x = ∫ x−2 d x = −
1
x

∫
x2 + 2x + 1

x2
d x = x + 2 ln |x | −

1
x

+ C

∫
6x5 − 3x2

x2
d x,

6x5 − 3x2

x2
=

6x5

x2
−

3x2

x2
= 6x3 − 3

∫ (6x3 − 3) d x .

∫ 6x3 d x = 6 ⋅
x3+1

3 + 1
= 6 ⋅

x4

4
=

3
2

x4 .

∫ − 3 d x = − 3x .

∫
6x5 − 3x2

x2
d x =

3
2

x4 − 3x + C

  ٥٥
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  ٥٦


